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PAQUETS D’ARTHUR DES GROUPES CLASSIQUES COMPLEXES
par
Colette Moeglin & David Renard
Re´sume´. — Nous de´crivons explicitement les paquets d’Arthur des groupes classiques complexes,
ainsi que leur parame´trisation interne par les caracte`res du groupe des composantes connexes
du centralisateur de leur parame`tre. Nous montrons d’abord qu’ils sont obtenus par induction
parabolique pre´servant l’irre´ductibilite´ a` partir des paquets unipotents de ≪ bonne parite´ ≫. Pour
ceux-ci, nous montrons qu’ils co¨ıncident avec les paquets de´finis par Barbasch-Vogan [BV85]. Nous
utilisons des re´sultats profonds de Barbasch entrant dans sa classification du dual unitaire de ces
groupes [Bar89].
Abstract. — We describe explicitly Arthur packets for complex classical groups, as well as their
internal parametrization by the group of characters of the component group of the stabilizer of their
parameter. We first show that they are obtained by parabolic induction preserving irreducibility
from unipotent packets of “good parity”. For these, we show that they coincide with the packets
defined by Barbasch and Vogan. We use deep results of Barbasch entering his classification of the
unitary dual of these groups [Bar89].
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1. Introduction
Soit G un groupe classique complexe. Le but de cet article est de de´crire de manie`re aussi
explicite que possible les repre´sentations irre´ductibles de G (ou plus exactement, les modules
de Harish-Chandra) qui sont composantes locales d’une repre´sentation automorphe de carre´
inte´grable. Plus pre´cise´ment, soit F un corps de nombre, et l’on suppose qu’il existe une place
archime´dienne v0 de F telle que Fv0 soit isomorphe a` C. Soit G un groupe alge´brique re´ductif
de´fini sur F , que l’on suppose de´ploye´, et tel que G soit isomorphe a`G(Fv0). Les repre´sentations
automorphes de carre´ inte´grable deG(AF ) sont les sous-repre´sentations irre´ductibles deG(AF )
dans L2(G(F )\G(AF )). Dans [Art13], J. Arthur de´crit ces repre´sentations. Il montre que
leurs composantes locales en une place v se regroupent en ≪ paquets ≫ associe´s a` certains
homomorphismes ψv : WFv →
LG du groupe de Weil (ou de Weil-Deligne pour les places non-
archime´diennes) WFv vers le L-groupe
LG. Lorsqu’on fixe un tel homomorphisme ψv : WFv →
LG, c’est-a`-dire un parame`tre d’Arthur, les repre´sentations qui lui sont associe´es, et qui forment
le ≪ paquet d’Arthur ≫ note´ Π(ψv ,G(Fv)), sont de´termine´es par des proprie´te´s locales.
Les homomorphismes ψv sont conjecturalement les localisations d’un homomorphisme global
ψ dont la de´finition pre´cise est encore lointaine, car elle suppose d’avoir montre´ que la cate´gorie
des repre´sentations automorphes isobariques des groupes GLN posse`de une structure de type
tannakien qui ne semble pas accessible pour l’instant (cf. [Lan79]). Mais Arthur en a donne´
un substitut commode en remplac¸ant les homomorphismes du groupe tannakien conjectural
vers LG par les classes d’isomorphie de repre´sentations automorphes cuspidales des groupes
GLN . On peut localiser ces parame`tres globaux et les paquets locaux ne de´pendent que de
cette localisation. D’autre part, une repre´sentation πv est dans le paquet local associe´ a` ψv
s’il existe une repre´sentation automorphe de carre´ inte´grable, associe´e a` un parame`tre global
ψ dont la composante locale en v est ψv, et qui admet πv comme composante locale en v. Le
parame`tre global se lit sur ce qui se passe aux places non ramifie´es et est donc caracte´rise´ de
manie`re extreˆmement simple. Cette pre´sentation sommaire ne donne bien suˆr qu’un aperc¸u des
re´sultats de [Art13]. Pour en dire un peu plus, pre´cisons qu’a` chaque caracte`re η du groupe des
composantes connexes du centralisateur de ψv dans
LG, Arthur associe une somme directe Xη
(avec e´ventuellement des multiplicite´s et qui peut-eˆtre nulle) de repre´sentations irre´ductibles de
G(Fv) et il e´crit une formule de multiplicite´ globale qui fait intervenir ces caracte`res locaux. Les
repre´sentations Xη sont uniquement de´termine´es par des proprie´te´s de transfert endoscopique
explique´es en [Art13] 2.2.1 (b) et 1.5.1.
Revenons maintenant a` notre place complexe v0 telle que G soit isomorphe a` G(Fv0), et
abandonnons l’indice v0 pour les parame`tres d’Arthur : ψ : WC →
LG. Rappelons queWC = C
×.
Dans ce travail, nous de´terminons donc les repre´sentations associe´es a` un tel parame`tre ψ, et en
s’appuyant fortement sur les travaux de Barbasch et Vogan [BV85] et de Barbasch [Bar89].
En fait on de´montre que le cas ge´ne´ral se rame`ne par une induction irre´ductible explicite au cas
traite´ en [BV85] appele´ le cas spe´cial unipotent. Nous montrons au passage que pour ψ fixe´,
les repre´sentations associe´es a` un tel caracte`re η sont disjointes les unes des autres ; de plus elles
sont irre´ductibles ou nulles ce qui est tre`s particulier aux places complexes.
Pour de´crire un peu plus pre´cise´ment nos re´sultats, introduisons, comme ci-dessus, le mor-
phisme de WC × SL2(C) dans
LG qui parame´trise les constructions de [Art13] (cf. de´finition
3.5 dans le texte). En voyant ψ comme une repre´sentation de WC×SL2(C), on ve´rifie aise´ment
l’existence d’une de´composition de ψ (cf.(6.3) dans le texte) sous la forme ρ ⊕ ρ∗ ⊕ ψu,bp, ou`
ρ est une repre´sentation dont ρ∗ est duale, ou` ψu,bp est caracte´rise´ par le fait que sa restric-
tion a` WC est triviale et l’orbite unipotente de´finie par sa restriction aux e´le´ments unipotents
principaux de SL2(C) a des blocs de Jordan tous de meˆme parite´ (paire si
LG est un groupe
symplectique et impaire sinon). D’autre part ψu,bp est maximal avec ces proprie´te´s. On note
mu,bp la dimension de la repre´sentation ψu,bp et Gu,bp le groupe de meˆme type que G mais de
rang ⌊mu,bp/2⌋. Alors [BV85] associe a` Gu,bp et ψu,bp un ensemble de repre´sentations a` l’aide de
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formules de caracte`res. D’autre part la classification de Langlands associe a` ρ une repre´sentation
irre´ductible de GLd(C), note´e τ , ou` d est la dimension de la repre´sentation ρ. Nous montrons
que les repre´sentations associe´es par Arthur a` ψ sont exactement les repre´sentations induites de
τ ⊗Xu,bp pour le parabolique maximal GLd(C)×Gu,bp de G ou Xu,bp parcourt l’ensemble des
repre´sentations associe´es par [BV85] a` ψu,bp. On va meˆme plus loin dans les parame´trisations :
[BV85] parame´trise les repre´sentations qu’ils construisent par les caracte`res du quotient de
Lusztig du groupe des composantes connexes du centralisateur de ψu,bp dans
LGu,bp ; avec le
re´sultat pre´ce´dent on a donc une parame´trisation des repre´sentations associe´es par [Art13] a`
ψ et nous montrons que cette parame´trisation co¨ıncide avec celle de [Art13]. Les proprie´te´s
d’irre´ductibilite´ sont tire´es de [Bar89] et l’identification des constructions de [BV85] avec celles
de [Art13] re´sulte des formules de transfert endoscopique. Pour e´viter de devoir de´montrer la
formule de transfert endoscopique tordue qui n’est pas dans [BV85], on utilise un re´sultat tire´
de [Mœg] rappele´ dans la remarque 3.6 ci-dessous.
Le cas des groupes complexes est inte´ressant car il illustre des phe´nome`nes pouvant paraˆıtre
surprenants. Par exemple sur C, la notion de stabilite´ est triviale : toutes les distributions
invariantes sur G sont stablement invariantes, et c’est le cas en particulier des caracte`res des
repre´sentations irre´ductibles. On pourrait en conclure trop rapidement que, a` l’instar de ce qui
se passe pour les groupes GLN , les paquets d’Arthur sont des singletons. Mais ceci n’est pas
vrai en ge´ne´ral, car il faut aussi qu’une autre proprie´te´ fondamentale soit satisfaite, a` savoir
la compatibilite´ des constructions d’Arthur avec l’induction parabolique. Plus pre´cise´ment, il
s’agit du fait que les Xη sont caracte´rise´s par des proprie´te´s de transfert endoscopique et que le
transfert endoscopique commute a` l’induction. Or certaines induites ne sont pas irre´ductibles,
ceci est manifeste dans [BV85] et, comme on vient de le voir, se traduit par le fait que les
paquets ne sont pas des singletons. Ces paquets ne sont pas disjoints en ge´ne´ral, et l’on peut
meˆme voir apparaˆıtre le cas ou` un paquet associe´ a` un parame`tre ψ est entie`rement contenu dans
un paquet associe´ a` un autre parame`tre ψ′. Ce phe´nome`ne, dans le cas des groupes complexes,
est uniquement lie´ au fait (de´ja` remarque´ par Barbasch et Trapa) que dans les parame´trisations
interviennent des orbites non spe´ciales, au sens de Lusztig-Spaltenstein. On renvoie le lecteur a`
12.5 pour une description du re´sultat qui est quand meˆme assez technique.
Donnons un aperc¸u du contenu de cet article. La deuxie`me section introduit les notations et
quelques re´sultats ge´ne´raux sur les groupes complexes ge´ne´raux et leurs repre´sentations (c’est-
a`-dire en fait des modules de Harish-Chandra). La troisie`me section rappelle les de´finitions des
parame`tres de Langlands et d’Arthur, et la parame´trisation de Langlands. On y donne aussi les
proprie´te´s conjecturales des paquets d’Arthur. La quatrie`me section est consacre´e aux groupes
line´aires, qui apparaissent ici pour deux raisons. La premie`re mentionne´e ci-dessus est que les
groupes classiques conside´re´s apparaissent comme groupes endoscopiques tordus de groupes
GLN (C). En particulier, si StdG :
LG → GLN (C) est la repre´sentation standard du groupe
dual LG, et si ψG est un parame`tre d’Arthur pour G, alors ψ = StdG◦ψG est un parame`tre d’Ar-
thur pour GLN (C) et les repre´sentations du paquet Π(ψG, G) sont relie´es a` la repre´sentation de
GLN (C) de´termine´e par ψ par une identite´ endoscopique (pour GLN (C), les paquets d’Arthur
sont des singletons parfaitement de´termine´s). La de´composition en repre´sentations irre´ductibles
de ψ vue comme repre´sentation de WC × SL2(C) joue un roˆle crucial dans notre e´tude, en
particulier par des arguments de re´duction a` certain types de parame`tres. La deuxie`me fac¸on
d’intervenir des groupes ge´ne´raux line´aires est que les sous-groupes de Levi des groupes clas-
siques sont isomorphes a` des produits d’un groupe classique de meˆme type, et de facteurs GL.
Dans la cinquie`me section, nous introduisons les groupes classiques conside´re´s et nous rap-
pelons quelques re´sultats bien connus, le plus important pour nous e´tant le lemme 5.3, donnant
des renseignements sur les composantes des induites paraboliques. Ce re´sultat fait appel a`
la de´finition de certains invariants des repre´sentations que nous appelons de manie`re un peu
abusive ≪ exposants ≫, invariants qui remplaceront les K-types dans certains arguments de
Barbasch-Vogan et Barbasch et les rendront peut-eˆtre plus accessibles a` certains lecteurs. La
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sixie`me section explique comment on se rame`ne de l’e´tude des paquets d’Arthur ge´ne´raux a` ceux
qui sont unipotents, et de ≪ bonne parite´ ≫. Les paquets unipotents sont ceux dont le parame`tre
est trivial sur le premier facteur deWC×SL2(C). Ils sont parame´tre´s par les orbites nilpotentes
dans l’alge`bre de Lie du groupe dual. Certains arguments de la re´duction utilisent des re´sultats
sur les paquets unipotents de bonne parite´, et la de´monstration devra donc attendre la section
11. Ces re´sultats sont tous tire´s entie`rement des travaux de Barbasch-Vogan [BV85] et surtout
[Bar89]. Ne´anmoins, comme il s’agit la` de re´sultats importants et que l’article de Barbasch
est beaucoup plus ge´ne´ral que ce dont on a besoin ici, nous en donnons une de´monstration
le´ge`rement diffe´rente et simplifie´e. La principale diffe´rence avec la de´monstration de Barbasch
est que nous allons utiliser des arguments d’irre´ductibilite´ base´s sur l’analyse des exposants (cf.
de´finition 5.2) plutoˆt que sur les K-types minimaux. Notre situation est aussi moins ge´ne´rale,
ce qui permet certaines simplifications.
Lorsque le parame`tre d’Arthur ψG est unipotent, c’est-a`-dire trivial sur WC, sa donne´e est
e´quivalente via la the´orie de Jacobson-Morozov a` la donne´e d’une orbite nilpotente U dans
l’alge`bre de Lie Lg du groupe dual LG. Lorsque U est une orbite nilpotente spe´ciale paire,
Barbasch et Vogan ont propose´s ante´rieurement a` Arthur, une de´finition d’un paquet que nous
notons ΠBV (U , G) posse´dant certaines des proprie´te´s voulues (la principale qui manque pour
les identifier imme´diatement aux paquets de´finis par Arthur est celle concernant l’endoscopie
tordue vers GLN (C)). Barbasch et Vogan caracte´risent les repre´sentations dans ΠBV (U , G) par
des conditions portant sur le caracte`re infinite´simal (il doit eˆtre donne´ par l’e´le´ment semi-simple
d’un sl2-triplet associe´ a` l’orbite U) et le front d’onde (il doit eˆtre e´gal a` l’adhe´rence de l’orbite
duale de U au sens de Lusztig et Spaltenstein ). La septie`me section rappelle la description faite
par Barbasch [Bar89] des paquets de Barbasch-Vogan attache´s a` une telle orbite U spe´ciale
paire : tout caracte`re η de A(U) = A(ψ) de´termine une repre´sentation irre´ductible XBVη de G
si η se factorise par le quotient de Lusztig A¯(U) du groupe A(U). Si η ne se factorise pas de la
sorte, on pose XBVη = 0.
Dans la huitie`me section, nous e´nonc¸ons des re´sultats qui re´duisent la description de certains
paquets de Barbasch-Vogan a` celle de paquets attache´s a` des groupes plus petits, ce qui permet-
tra de raisonner par re´currence dans certaines de´monstrations. Dans la neuvie`me section, nous
e´nonc¸ons des proprie´te´s des exposants des repre´sentations dans les paquets de Barbasch-Vogan.
Le re´sultat principal de cet article apparaˆıt dans la dixie`me section. Il affirme que les paquets
unipotents de´finis par Arthur et ceux de´finis par Barbasch-Vogan en [BV85] co¨ıncident. Il y
a deux points clefs dans la de´monstration de ce fait. Le premier est que l’une et l’autre des
constructions donnent les meˆmes formules de transfert pour l’endoscopie ordinaire. Ces for-
mules sont constitutives de la construction des paquets chez Arthur, et c’est la proposition 12.4
chez Barbasch-Vogan. L’autre point clef est le fait que les repre´sentations Xη attache´es aux ca-
racte`res η comme ci-dessus sont ici irre´ductibles ou nulles, par de´finition chez Barbasch-Vogan,
et par les re´sultats de [Mœg] pour celles de´finies par Arthur (cf. remarque 3.6).
Dans le onzie`me section, nous donnons la de´monstration des re´sultats d’irre´ductibilite´ d’in-
duites e´nonce´s dans la section 6. Comme corollaire, nous en de´duisons le fait que lorsque le
caracte`re infinite´simal est re´gulier, le paquet d’Arthur est un singleton (il est e´gal au paquet de
Langlands qu’il contient naturellement).
Dans la douzie`me section, nous donnons quelques comple´ments en particulier le calcul du front
d’onde des repre´sentations e´tudie´es. Le re´sultat est e´tonnamment simple ; on introduit comme
ci-dessus l’orbite nilpotente de Lg de´finie par la restriction de ψ a` SL2(C) sans rien supposer sur
la restriction de ψ a` WC. Alors le front d’onde des repre´sentations associe´es a` ψ est exactement
la fermeture du dual (au sens de Lusztig-Spaltenstein) de cette orbite. Nous montrons aussi que
les repre´sentations dans un paquet d’Arthur sont stables par toute involution complexe (il y a
une restriction pour les groupes SO2n(C) ou` nous nous limitons a` un cas particulier important).
Finalement nous e´tudions les intersections entre paquets.
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Signalons aussi que nous avons ajoute´ a` la liste des groupes classiques e´tudie´s par Arthur
les groupes me´taplectiques. En effet, ils se comportent exactement comme les groupes clas-
siques et nous anticipons la ge´ne´ralisation a` ces groupes de la the´orie d’Arthur, anticipation
justifie´e par les progre`s faits par Wen Wei Li sur la stabilisation de la formule des traces.
Il se de´veloppe en ce moment un programme d’Arthur-Langlands tre`s sophistique´ pour les
groupes non line´aires tels que le groupe me´taplectique ([Wei], [GF]), mais pour les groupes
me´taplectiques complexes, beaucoup re´sultats font partie du folklore depuis quelques temps
de´ja`. En effet le groupe me´taplectique Mp2n(C) est une extension scinde´e du groupe sym-
plectique Sp2n(C), mais son L-groupe est Sp2n(C) plutoˆt que SO2n+1(C). Pour tout ce qui
concerne la the´orie des repre´sentations spe´cifiques de cette extension, on se rame`ne donc tri-
vialement au groupe symplectique, mais pour tout ce qui concerne les constructions attache´es
au groupe dual, les re´sultats vont eˆtre diffe´rents - parame`tres et paquets d’Arthur par exemple.
Les paquets d’Arthur pour le groupe me´taplectique sont de´finis via la correspondance de Howe
entre groupes me´taplectiques et groupes orthogonaux impairs ([Mœg]). Ceci est fait en uti-
lisant une construction globale et demandant simplement que les repre´sentations des paquets
d’Arthur pour le groupe me´taplectique soient la composante locale d’une forme automorphe de
carre´ inte´grable dont presque partout on a une repre´sentation non ramifie´e prescrite. Le cas
des parame`tres unipotents est aussi conside´re´ de fac¸on implicite (c’est-a`-dire sans mentionner le
groupe dual) dans [Bar89] et [Bar], ou` il est remarque´ que les re´sultats de [BV85] s’e´tendent
aux groupes me´taplectiques. D’autre part, les re´sultats d’irre´ductibilite´ d’induites paraboliques
utilise´s pour la re´duction des parame`tres ge´ne´raux aux parame`tres unipotents de bonne parite´
dans la section 6 sont aussi valables. Mais la fac¸on ad hoc de de´finir les paquets par la correspon-
dance de Howe, c’est-a`-dire sans les caracte´riser par des proprie´te´s de transfert endoscopiques,
empeˆche de ve´rifier aise´ment que la de´finition se comporte bien par induction.
Nous remercions J. Adams et D. Vogan pour l’aide qu’ils nous ont apporte´e en re´pondant
rapidement et pre´cise´ment a` nos questions. La premie`re auteure remercie aussi l’ESI et en parti-
culier J. Schwermer et S. Kudla pour les excellentes conditions de travail fournies au printemps
2015 lors de la pe´riode spe´ciale qu’ils y ont organise´e et ou` ce travail a e´te´ commence´.
2. Notations et ge´ne´ralite´s sur les groupes complexes et leurs repre´sentations
2.1. Groupes complexes. — On note Γ = Gal(C/R) le groupe de Galois de C sur R et σ son
e´le´ment non trivial. Soient G un groupe alge´brique connexe re´ductif de´fini sur C et G = G(C)
le groupe de ses points complexes. On fixe un sous groupe compact maximal K de G, et on
note σc l’involution antiholomorphe de G dont le groupe des points fixes est K. On fixe aussi
une paire de Borel (B,H) de G, ou` l’on suppose que le tore maximal H est σc-stable. On note
H = TA sa de´composition de Cartan.
Soient g, b, h, t et a les alge`bres de Lie de G, B, H, T et A respectivement (les trois premie`res
sont des alge`bres de Lie complexes, les deux dernie`res re´elles). Leur complexification respective
s’e´crit :
(2.1) gC = g× g, bC = b× b, hC = h× h
(2.2) tC = {(H,−H)) | H ∈ h}, aC = {(H,H) | H ∈ h}.
Soient R = R(g, h) le syste`me de racines de h dans g et R+ le syste`me des racines positives
relativement a` b. Le syste`me de racine RC de hC dans gC est alors
(2.3) RC = {(α, 0), α ∈ R}
∐
{(0, α), α ∈ R}.
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L’action de σ ∈ Γ sur RC est donne´e par σ · ((α, 0)) = (0, α). Ceci montre que la sous-alge`bre
de Borel bc = b× b de gC est stable sous l’action de σ. Le syste`me de racines positives
(2.4) R+
C
= {(α, 0), α ∈ R+}
∐
{(0, α), α ∈ R+}
est celui de´fini par cette sous-alge`bre de Borel. On note W le groupe de Weyl de R et l’on
identifie celui de RC a` W ×W .
La donne´e radicielle associe´ a` G est le quadruplet (X∗(H),∆,X∗(H),∆ )ˇ, ou` X
∗(H) est
le groupe des caracte`res alge´briques de H, X∗(H) celui des cocaracte`res et ∆ˇ l’ensemble des
coracines simples.
2.2. Repre´sentations irre´ductibles des groupes complexes. — Nous reprenons les no-
tations de la section pre´ce´dente pour un groupe complexe G = G(C). Soient λ, µ ∈ h∗ tels
que λ − µ est un poids d’une repre´sentation holomorphe de dimension finie de G (c’est-a`-dire
λ− µ ∈ X∗(H)). De´finissons un caracte`re Cλ,µ de H par
(2.5) Cλ,µ|T = Cλ−µ, Cλ,µ|A = Cλ+µ.
On e´tend Cλ,µ en un caracte`re de B et l’on pose
(2.6) X(λ, µ) = IndGB(Cλ,µ).
L’induction est ici l’induction parabolique infinite´simale (i.e. l’induite et l’induisante sont des
modules de Harish-Chandra), et normalise´e, (voir la la section XI.2 de [KV95]). Le module
X(λ, µ) est la se´rie principale de parame`tre (λ, µ) et l’on note
(2.7) X¯(λ, µ)
son unique sous-quotient irre´ductible contenant le K-type de poids extre´mal λ− µ.
On a alors le re´sultat de classification suivant, duˆ a` Zhelobenko :
Proposition 2.1. — Soient λ, µ, λ′, µ′ ∈ h∗ tels que λ − µ et λ′ − µ′ soient des poids d’une
repre´sentation holomorphe de dimension finie de G. Alors il y e´quivalence entre
(a) X(λ, µ) et X(λ′, µ′) ont meˆmes facteurs de composition avec meˆmes multiplicite´s,
(b) X¯(λ, µ) ≃ X¯(λ′, µ′),
(c) il existe w ∈W tel que w · (λ, µ) = (λ′, µ′).
De plus, tout (g,K)-module irre´ductible est e´quivalent a` un X¯(λ, µ).
Le module X¯(λ, µ) est le sous-quotient de Langlands de X(λ, µ). Il apparaˆıt comme quotient,
ou comme sous-repre´sentation, lorsque (λ, µ) posse`de les proprie´te´s de positivite´ ou ne´gativite´
requises (par rapport a` B) et que nous n’explicitons pas ici. On peut toujours trouver w ∈ W
tel que X¯(λ, µ) ≃ X¯(w · λ,w · µ) soit un quotient (resp. un sous-module) de X(w · λ,w · µ).
2.3. Caracte`re infinite´simal. — Soit U(gC) l’alge`bre enveloppante de gC. Comme gC = g×g,
on a U(gC) = U(g)⊗U(g). Notons Z(gC) le centre de cette alge`bre enveloppante et S(gC) l’alge`bre
syme´trique sur gC. On a Z(gC) = Z(g)⊗ Z(g), S(gC) = S(g)× S(g) et
(2.8) γgC : Z(gC) = Z(g)⊗ Z(g) −→ S(hC)
W×W = S(h)W ⊗ S(h)W
est l’isomorphisme de Harish-Chandra. Via cet isomorphisme, les caracte`res de Z(gC) sont pa-
rame´tre´s par les couples (λ, µ) ∈ h∗× h∗, deux caracte`res, parame´tre´s respectivement par (λ, µ)
et (λ′, µ′) e´tant e´gaux si et seulement s’ils sont conjugue´s par W ×W .
Si un (g,K)-module X admet un caracte`re infinite´simal parame´tre´ par (λ, µ) ∈ h∗ × h∗, on
dira simplement que X a pour caracte`re infinite´simal (λ, µ).
Remarques 2.2. — (a) Les choses e´tant bien faites, le caracte`re infinite´simal de X(λ, µ) (et
donc de X¯(λ, µ)) est (λ, µ).
(b) Il de´coule de la classification de Zhelobenko que si le (g,K)-module X a pour caracte`re
infinite´simal (λ, µ), alors il existe w ∈W tel que λ− w · µ ∈ X∗(H).
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2.4. Un re´sultat sur les induites paraboliques. — On continue avec les meˆmes notations
que dans les sections pre´ce´dentes.
Lemme 2.3. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi M et de
radical unipotent N . On suppose que M contient le tore maximal H. Soient XM (λ, µ) une
repre´sentation de la se´rie principale de M et X¯M (λ, µ) son sous-quotient de Langlands comme
en (2.7).
(i) IndGP (X
M (λ, µ)) = X(λ, µ), la se´rie principale de G de parame`tre (λ, µ).
(ii) IndGP (X¯
M (λ, µ)) contient X¯(λ, µ), comme sous-quotient.
(iii) Si IndGP (X¯
M (λ, µ)) est re´ductible, alors elle contient un sous-quotient X¯(λ, sα · µ) ou` α
est une racine de H dans N telle que 〈αˇ, λ〉 et 〈αˇ, µ〉 sont des entiers non nuls de meˆme signe
et sα ∈W est la reflection par rapport a` cette racine.
De´monstration. Le premier point est imme´diat par transitivite´ de l’induction parabolique. Le
second en de´coule car l’induite contient le K-type de poids extre´mal λ− µ. Le troisie`me point
est duˆ a` Zhelobenko [Zhe74].
3. Parame`tres de Langlands et d’Arthur
3.1. Parame`tre de Langlands. — Le groupe de Weil de C est WC = C
×.
SoitG un groupe alge´brique re´ductif connexe de´fini sur C, et l’on adopte les meˆmes notations
qu’en 2.1. Soit LG son dual de Langlands. Il s’agit ici du groupe complexe connexe de´termine´
par la donne´e radicielle duale, c’est-a`-dire que l’on suppose fixe´ une paire de Borel (B,H) de
LG avec les identifications X∗(H) = X
∗(H), X∗(H) = X∗(H) .
De´finition 3.1. — Un parame`tre de Langlands est un morphisme continu :
φ : WC →
LG
tel que φ a pour image des e´le´ments semi-simples de LG.
Le groupe LG agit par conjugaison sur l’ensemble des parame`tres de Langlands, et l’on note
Φ(G) l’ensemble de ces classes de conjugaison.
Nous commettrons fre´quemment l’abus de langage consistant a` ne pas distinguer entre un
parame`tre de Langlands et l’e´le´ment de Φ(G) qu’il de´finit.
Soit φ : WC →
LG un parame`tre de Langlands. A conjugaison pre`s, on peut supposer que
l’image de φ est contenue dans le tore H. On peut donc e´crire
(3.1) φ(z) = zλz¯µ, (z ∈ C×).
ou` λ, µ sont dans X∗(H) ⊗Z C = X
∗(H) ⊗Z C = h
∗ et λ − µ ∈ X∗(H). Notons φ = φλ,µ le
parame`tre de Langlands de´fini par (3.1).
Le re´sultat suivant, e´le´mentaire, est le pendant de la proposition 2.1.
Proposition 3.2. — Soient λ, µ, λ′, µ′ ∈ h∗ tels que λ−µ et λ′−µ′ soient dans X∗(H). Alors
φ = φλ,µ et φ = φλ′,µ′ sont e´quivalents si et seulement s’il existe w ∈ W tel que w · (λ, µ) =
(λ′, µ′). De plus tout parame`tre de Langlands φ : WC →
LG est conjugue´ a` un φλ,µ.
On peut donc reformuler la classification des (g,K)-modules irre´ductibles de la proposition
2.1.
Corollaire 3.3. — La correspondence φλ,µ ↔ X¯(λ, µ) induit une bijection entre Φ(G) et l’en-
semble des classes d’isomorphie de (g,K)-modules irre´ductibles.
Remarque 3.4. — Les paquets de Langlands pour les groupes complexes sont des singletons.
7
3.2. Parame`tres d’Arthur. — Les notations sont les meˆmes que dans le section pre´ce´dente.
De´finition 3.5. — Un parame`tre d’Arthur pour G est un morphisme de groupes continu
ψ : WC × SL2(C) −→
LG
tel que
(i) la restriction de ψ a` WC est un parame`tre de Langlands tempe´re´,
(ii) la restriction de ψ a` SL2(C) est alge´brique.
Dans (i), rappelons que le parame`tre de Langlands ψ est dit tempe´re´ s’il est d’image borne´e.
Avec les notations de (3.1), ceci est e´quivalent au fait que λ+ µ ∈ X∗(H)⊗Z iR.
Le groupe LG agit par conjugaison sur l’ensemble des parame`tres d’Arthur, et l’on note Ψ(G)
l’ensemble de ces classes de conjugaison.
A tout parame`tre d’Arthur ψ, on associe un parame`tre de Langlands
(3.2) φψ : WC −→
LG, z 7→ ψ(z,
(
(zz¯)
1
2 0
0 (zz¯)−
1
2
)
).
Soit ψ : WC×SL2(C) −→
LG un parame`tre d’Arthur. A conjugaison pre`s, on peut supposer
que sa restriction a` C× est donne´e par :
(3.3) ψ(z) = zλz¯µ, (z ∈ C×).
avec λ−µ ∈ X∗(H). La condition de tempe´rance (i) dans la de´finition des parame`tres d’Arthur
nous donne en plus que λ + µ ∈ t∗. Ici, on voit t∗ comme le sous-espace re´el de h∗ des formes
line´aires qui prennent des valeurs re´elles sur t. De meˆme, on voit a∗ comme le sous-espace re´el
de h∗ des formes line´aires qui prennent des valeurs re´elles sur a, de sorte que h∗ = t∗ ⊕ a∗ avec
ia∗ = t∗.
La restriction de ψ a` SL2(C) est un morphisme alge´brique. Notons
(3.4) ψ¯ : sl2(C) −→
Lg
sa diffe´rentielle en l’identite´ (Lg est bien suˆr l’alge`bre de Lie de LG), et
(3.5) hψ = ψ¯(
(
1 0
0 −1
)
), eψ = ψ¯(
(
0 1
0 0
)
).
L’orbite (nilpotente) de eψ dans
Lg sous l’action adjointe de LG est note´e Uψ. Comme l’image
de SL2(C) et celle de C
× par ψ commutent dans LG, on peut aussi supposer a` conjugaison pre`s
que hψ est dans l’alge`bre de Lie de H (que l’on identifie a` h
∗)). On obtient alors que φψ est
donne´ par
(3.6) φψ(z) = z
λ+ 1
2
hψ z¯µ+
1
2
hψ .
Le caracte`re infinite´simal attache´ a` ψ est :
(3.7) (λ+
1
2
hψ, µ+
1
2
hψ).
En particulier, les e´le´ments de ce paquet sont de la forme
(3.8) X¯(λ+
1
2
hψ, w · (µ +
1
2
hψ)).
pour des e´le´ments w ∈W ve´rifiant
(3.9) λ+
1
2
hψ − w · (µ +
1
2
hψ) ∈ X
∗(H).
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3.3. Paquets d’Arthur. — Dans [Art84], [Art89], J. Arthur conjecture l’existence de pa-
quets Π(ψ,G) attache´s aux parame`tres ψ ∈ Ψ(G), devant posse´der certaines proprie´te´s. Parmi
les principales, citons le fait que les Π(ψ,G) sont finis, constitue´s de (classes d’e´quivalence de)
repre´sentations unitaires, ayant toutes le meˆme caracte`re infinite´simal, donne´ par (3.7). Le pa-
quet d’Arthur Π(ψ,G) contient le paquet de Langlands Π(φψ, G) (c’est-a`-dire la repre´sentation
X¯(λ+ 12hψ, µ+
1
2hψ)). Ils doivent satisfaire les identite´s de caracte`res attendues dans la the´orie
de l’endoscopie (standard et tordue) ; c’est ce qui est appele´ le transfert spectral. En revanche,
ces paquets ne sont pas disjoints, et ne sont pas des re´unions de L-paquets. Comme nous l’avons
de´ja` remarque´, pour les groupes complexes la notion de conjugaison stable est triviale (c’est la
conjugaison ordinaire), et ne donne donc aucune contrainte sur les paquets.
Arthur e´nonce ses conjectures pour des groupes de´finis sur un corps local F quelconque
(remplacer WC par le groupe de Weil-Deligne WF ). Dans [ABV92], pour un corps F local
archime´dien, des paquets ΠABV (ψ,G) posse´dant les proprie´te´s voulues, a` l’exception, malheu-
reusement, de la compatibilite´ a` l’endoscopie tordue sont de´finis par des me´thodes ge´ome´triques
puissantes. C’est une conjecture raisonnable de dire que les constructions de [ABV92] co¨ıncident
avec celle de [Art13] dans le cas ≪ particulier ≫ de [Art13]. Ante´rieurement, pour F ≃ C, Bar-
basch et Vogan ont de´fini dans [BV85] des paquets attache´s aux parame`tres unipotents (c’est a`
dire ceux dont la restriction a` C× est triviale) attache´s par la the´orie de Jacobson-Morosov a` une
orbite nilpotente spe´ciale paire. Ensemblistement les constructions sont, dans ce cas particulier
des parame`tres unipotents, les meˆmes d’apre`s [ABV92] chapitre 27. Nous reviendrons sur la
description de ces constructions qui sont fondamentales pour ce que nous faisons ici.
Dans [Art13], J. Arthur donne une de´finition des paquets Π(ψ,G) lorsque G est un groupe
classique. Donnons quelques pre´cisions au sujet de ces paquets. Soit ψ un parame`tre d’Arthur
pour le groupe G. Soit Sψ le centralisateur de l’image de ψ dans
LG et S0ψ sa composante
connexe neutre. On pose
(3.10) A(ψ) = Sψ/S
0
ψZ(
LG).
Pour les groupes complexes classiques, les groupes A(ψ) sont abe´liens, ce sont des produits
de facteurs Z/2Z. Nous ne conside´rerons que ce cas dans la suite. Notons Â(ψ) le groupe des
caracte`res de A(ψ). Arthur de´finit une application :
(3.11) η ∈ Â(ψ) 7→ Xη
ou` Xη est repre´sentation semi-simple de longueur finie de G (e´ventuellement avec des multipli-
cite´s), ou bien {0}. Ces repre´sentations sont uniquement de´finies par les relations suivantes.
Pour tout s ∈ A(ψ), on conside`re la repre´sentation virtuelle
Xsψ =
∑
η∈Â(ψ)
η(sψs) Xη(3.12)
ou` sψ est l’image dans A(ψ) de l’e´le´ment ψ((1,−Id)), (1,−Id) ∈ WC × SL2(C). Ce sont ces
repre´sentations virtuelles qui apparaissent dans les identite´s de transfert endoscopiques qui
caracte´risent les Xη. Lorsque s = 1, (3.12) est la repre´sentation stable attache´e au paquet ψ.
On la note Xstψ :
Xstψ =
∑
η∈Â(ψ)
η(sψ) Xη(3.13)
Le paquet Π(ψ,G) est alors l’ensemble des repre´sentations irre´ductibles de G qui appa-
raissent dans les Xη , lorsque η de´crit Â(ψ). Et a` chaque e´le´ment de Π(ψ,G) est associe´e une
repre´sentation du groupe A(ψ) :
(3.14) X¯ ∈ Π(ψ,G) 7→ ρAX¯
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qui attache a tout e´le´ment d’un paquet Π(ψ,G) une repre´sentation de dimension finie du groupe
A(ψ). Notons ceci X¯ 7→ ρA
X¯
, de sorte que pour tout s ∈ A(ψ),
(3.15) Tr(ρAX¯(s)) =
∑
η∈Â(ψ)
m(X¯,Xη) η(s),
ou` m(X¯,Xη) de´signe la multiplicite´ de X¯ dans Xη . On peut alors re´e´crire les repre´sentations
virtuelles Xsψ sous la forme
Xsψ =
∑
X¯∈Π(ψ,G)
Tr(ρAX¯(sψs)) X¯.(3.16)
Remarque 3.6. — Pour les groupes classiques complexes ou re´els, et les parame`tres ψ uni-
potents, il est de´montre´ dans [Mœg] que les multiplicite´s m(X¯,Xη) sont 0 ou 1 et plus
ge´ne´ralement que les repre´sentations ρA
X¯
sont irre´ductibles. Ce qui est propre au cas des groupes
complexes, c’est le fait aussi de´montre´ dans loc. cit. que pour tout η ∈ Â(ψ), les Xη de´finis
ci-dessus sont des repre´sentations irre´ductibles ou nulles, c’est-a`-dire que l’application qui a`
X¯ ∈ Π(ψ,G) associe le caracte`re ρA
X¯
est injective. Cette dernie`re proprie´te´ n’est pas vraie pour
les groupes classiques re´els.
La premie`re partie de la remarque est un des points cle´ de la de´monstration du the´ore`me
10.1 et dans cet article on ge´ne´ralise toute la remarque a` tout parame`tre ψ.
4. GLN
4.1. GLN (C). — Soit N un entier positif. Dans cette section, on s’inte´resse au cas du groupe
alge´briqueG = GLN de´fini sur C. Avec les notations de la section 2.1, on prend σc : g 7→
tg¯−1 et
on fixe l’e´pinglage usuel spl = (Bd,Hd, {Xα}α) ou` Bd est le sous-groupe de Borel des matrices
triangulaires supe´rieures, Hd est le tore diagonal et Xα est un vecteur radiciel pour une racine
simple α du syste`me de racines positives de Hd dans GLN . Les sous-groupes de Levi et les
sous-groupes paraboliques standard de GN sont de´finis relativement a` (Hd,Bd).
Via l’isomorphisme d’Harish-Chandra, un caracte`re infinite´simal pourGLN (C) est donne´ par
un couple (λ, µ) d’e´le´ment de h∗d. En identifiant naturellement hd, la sous-alge`bre des matrices
diagonales de MN (C) a` C
N , et de meˆme pour son dual h∗d, un caracte`re infinite´simal est alors
donne´ par un e´le´ment
(4.1) (λ, µ) = ((λ1, . . . , λN ), (µ1, . . . , µN )) ∈ C
N × CN ,
ou` plutoˆt par une orbite de tels e´le´ments sous l’action du groupe de Weyl, ici identifie´ au groupe
SN ×SN . Un tel caracte`re infinite´simal est entier si les λi − λj et les µi − µj sont entiers, et
re´gulier si les λi sont distincts, ainsi que les µi.
Soit N1, . . . , Nr ∈ N
× tels que
r∑
i=1
Ni = N . Le sous-groupe M = MN1,...,Nr des matrices
diagonales par blocs de taille respective N1, . . . , Nr, isomorphe a` GLN1(C)×GLN2(C)× ... ×
GLNr(C) est un sous-groupe de Levi standard de GLN (C), et le sous-groupe parabolique P =
PN1,...,Nr contenant M et le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supe´rieures est un
sous-groupe parabolique standard de radical unipotent N = NN1,...,Nr . Pour tout 1 ≤ i ≤ r, soit
Xi un module de Harish-Chandra de longueur finie de GLNi(C). On note alors
(4.2) X1 ⋆ X2 ⋆ · · · ⋆ Xr
la repre´sentation obtenue par induction parabolique (normalise´e) a` partir de la repre´sentation
X1 ⊗X2 ⊗ ...⊗Xr de M relativement au sous-groupe parabolique P .
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4.2. Parame`tres et paquets d’Arthur pour GLN . — Un parame`tre de Langlands de
GLN (C) est un morphisme continu :
φ : WC −→
LGLN (C) = GLN (C),
c’est-a`-dire une repre´sentation de dimension N de C×. Le fait que les φ(z), z ∈ C× soient
semi-simples nous dit que cette repre´sentation est comple`tement re´ductible.
Les repre´sentations irre´ductibles de WC ≃ C
× sont de dimension 1 puisque C× est abe´lien.
Elles sont parame´tre´es par les couples (λ, µ) ∈ C× C avec λ− µ ∈ Z de la manie`re suivante :
(4.3) χλ,µ(z) = z
λz¯µ
Le caracte`re χλ,µ(z) est unitaire si λ+ µ ∈ iR.
Un parame`tre d’Arthur pour GLN (C) est un morphisme continu :
ψ : WC × SL2(C) −→
LGLN (C) = GLN (C)
ve´rifiant les proprie´te´s e´nonce´es dans la de´finition 3.5. Cette repre´sentation de dimension N de
WC×SL2(C) dans C
N est comple`tement re´ductible. Elle s’e´crit donc comme une somme directe
(4.4) ψ = ⊕i=1,...,r ψi, ψi : WC × SL2(C)→ GLNi(C)
avec ψi irre´ductible et
∑r
i=1Ni = N . Les repre´sentations irre´ductibles deWC×SL2(C) sont des
produits tensoriels de repre´sentations irre´ductibles deWC avec des repre´sentations irre´ductibles
de SL2(C). Les repre´sentations irre´ductibles de WC sont les caracte`res χλ,µ de´crits ci-dessus.
Les repre´sentations irre´ductibles alge´briques de SL2(C) sont de´termine´es par leur dimension,
et l’on note Rn un choix de repre´sentation irre´ductible de dimension n de SL2(C) (ou sa classe
d’e´quivalence). Les repre´sentations irre´ductibles de WC × SL2(C) sont donc a` e´quivalence pre`s
les
(4.5) χλ,µ ⊠Rn, λ− µ ∈ Z, n ∈ N.
Celles qui apparaissent dans la de´composition d’un parame`tre d’Arthur ont en plus la pro-
prie´te´ d’eˆtre a` image borne´e, ce sont donc les χλ,µ ⊠Rn avec λ+ µ ∈ iR.
Comme les paquets de Langlands, les paquets d’Arthur pour GLN (C) sont des singletons,
et si φψ est le parame`tre de Langlands (3.2), on a donc Π(ψ) = Π(φψ). On note X
GL
ψ l’unique
repre´sentation qu’il contient. Nous allons maintenant de´terminer la repre´sentation XGLψ associe´e
a` un parame`tre d’Arthur ψ, en commenc¸ant par les ψ irre´ductibles :
(4.6) si ψ = χλ,µ ⊠Rn, X
GL
ψ = χλ,µ ◦ detn
ou` detn : GLn(C)→ C
× est le de´terminant. Pour le cas ge´ne´ral, on a
Proposition 4.1. — Si ψ = ⊕i=1,...,rψi est une de´composition en irre´ductibles, alors
(4.7) XGLψ = ⋆i X
GL
ψi .
Remarque 4.2. — Un re´sultat de Vogan [Vog86] (voir aussi [Tad09] et [Bar03]) affirme que
cette repre´sentation est unitaire et irre´ductible, en particulier, elle ne de´pend pas de l’ordre
dans lequel on prend le produit.
Remarque 4.3. — Pour palier a` l’absence de preuve de la conjecture de Ramanujan, nous
sommes aussi oblige´s de conside´rer les parame`tres qui sont presque unitaires, c’est-a`-dire ceux
pour lesquels ℜe(λ+ µ) ∈]− 1/2, 1/2[. L’extension a` ces parame`tres est sans difficulte´.
On note θ = θN l’automorphisme g 7→
tg−1 de GLN (C). Les repre´sentations irre´ductibles
de GLN (C) auto-duales (isomorphes a` leur contragre´gientes) sont celles qui sont stables sous
l’action de θN . Elles jouent un roˆle fondamental dans les travaux d’Arthur [Art13] de par leur
lien avec les repre´sentations des groupes classiques. Les parame`tres de Langlands ou d’Arthur
qui leur sont associe´s sont ceux dont la composition avec θ (du cote´ dual donc) leur est conjugue´e.
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Le lecteur ve´rifiera facilement que les parame`tres d’Arthur θ-stables admettent une de´composition
du type
(4.8) ψ =
⊕
i
(
χi ⊠RNi ⊕ χ
−1
i ⊗RNi
)⊕
j
(Triv ⊠RNj)
ou` les caracte`res χi de C
× sont tels que χi 6= χ
−1
i .
5. Les groupes classiques et leurs repre´sentations. Paquets d’Arthur
5.1. Les groupes classiques. — Les groupes classiques complexes que nous conside´rons sont
les groupes de rang n suivants :
Cn. Le groupe symplectique Sp2n(C). Son dual de Langlands est SO2n+1(C).
Bn. Le groupe spe´cial orthogonal impair SO2n+1(C). Son dual de Langlands est Sp2n(C).
Dn. Le groupe spe´cial orthogonal pair SO2n(C). Son dual de Langlands est SO2n(C).
A cette liste de groupes classiques, nous ajoutons un cas un peu moins classique pour
lequel nous disposons de re´sultats incomplets (ils n’entrent pas dans le cadre des travaux
d’Arthur), mais ne´anmoins inte´ressants.
Mpn. Le groupe me´taplectique Mp2n(C). Son dual de Langlands est Sp2n(C) (cf. [Wei]).
Remarque 5.1. — Le groupe me´taplectique Mp2n(C) est une extension scinde´e du groupe
symplectique Sp2(C), mais son dual de Langlands est diffe´rent de celui-ci. Du point de vue de
la the´orie des repre´sentations spe´cifiques, c’est donc le meˆme groupe, mais pas du point de vue
de la the´orie d’Arthur-Langlands.
Nous notons ces groupes G, ou bien Gn lorsqu’on veut garder l’information sur le rang. On
fixe une paire de Borel (B,H) pour chacun de ces groupes comme dans la section 2.1. Soit
(ǫ1, . . . , ǫn) la base de h
∗ telle que le syste`me de racines de H dans G soit constitue´ des racines
±ǫi ± ǫj, 1 ≤ i < j ≤ n, auxquelles on ajoute les racines ±2ǫi dans les cas Cn et Mpn, et ±ǫi
dans le cas Bn, 1 ≤ i ≤ n. Le choix de cette base identifie h
∗ a` Cn et l’on note λ = (λ1, . . . , λn)
un e´le´ment de h∗.
Soit X¯ = X¯(λ, µ) une repre´sentation irre´ductible de G. Les parame`tres λ = (λ1, . . . , λn)
et µ = (µ1, . . . , µn) sont des e´le´ments de h
∗ que l’on a identifie´ a` Cn. On a alors pour tout
i = 1, . . . , n, λi − µi ∈ Z et χλi,µi(z) = z
λi z¯µi est un caracte`re de C×.
5.2. Exposants. — Dans ce paragraphe, on introduit la notion d’exposants (la terminologie
est peut-eˆtre abusive) d’une repre´sentation irre´ductible d’un groupe classique complexe.
De´finition 5.2. — On appelle exposants de X¯ = X¯(λ, µ) l’ensemble (avec multiplicite´s) des
caracte`res χλi,µi de C
× comme ci-dessus et on le note Exp(X¯).
Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. On suppose que le facteur de Levi M
contient H et que N est contenu dans B (P est ≪ standard ≫ relativement au choix de la paire
de Borel (B,H)). Le facteur de Levi M est isomorphe a` un produit
(5.1)
(
×ki=1GLni(C)
)
×G′
ou` G′ est un groupe classique de rang n′, avec
∑k
i=1 ni+n
′ = n. En choisissant des re´alisations
explicites de nos groupes classiques comme sous-groupes de groupes ge´ne´raux line´aires, par
exemple comme dans [Art13], §1.2, il est possible de fixer l’isomorphisme entre M et (5.1), de
sorte qu’on va les identifier dans la suite sans plus de pre´cautions. On a bien conscience que
dans le cas ou` G est un groupe orthogonal pair, si n′ = 0 la classe d’isomorphie du sous-groupe
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de Levi ne de´termine une classe d’association de parabolique qu’a` conjugaison pre`s sous l’action
du groupe orthogonal.
Soit X ′ une repre´sentation de G′, et pour tout i = 1, . . . , k, soit Xi une repre´sentation de
GLni(C). On note alors
(5.2)
(
⋆ki=1Xi
)
⋆ X ′ = IndGP (
(
⊗ki=1Xi
)
⊗X ′).
Le re´sultat suivant sera crucial dans la suite. Nous adoptons le raccourci de langage suivant :
on dit qu’un re´el a est demi-entier s’il appartient a` 12Z \ Z.
Lemme 5.3. — Soit X¯ une repre´sentation irre´ductible d’un groupe classique Gn. Soit χ = χa,b
un caracte`re de C× avec a et b re´els, et supposons que
Y = (χa,b ◦ detr) ⋆ X¯
soit re´ductible. Alors l’un des sous-quotients de Y posse`de un exposant χa′,b′ avec |a
′ − b′| >
|a − b|. D’autre part, si r−12 + a est demi-entier (resp. entier), alors on a la meˆme conclusion
avec de plus a′, b′ demi-entiers (resp. entiers).
De´monstration. On applique le lemme 2.3 a` G+ = Gn+r, son sous-groupe de Levi standard
M = GLr(C)×Gn et la repre´sentation X¯
M = (χa,b ◦detr)⊗X¯ de celui-ci. Si X¯ = X¯(λ, µ), avec
λ = (λ1, . . . , λn), µ = (µ1, . . . , µn), alors (en conjuguant au besoin la situation par un e´le´ment
du groupe de Weyl de G+) X¯M = X¯M (λ+, µ+), avec
λ+ = ( a+
r − 1
2
, a+
r − 3
2
, . . . , a+
1− r
2
, λ1, . . . , λn)
µ+ = (b+
r − 1
2
, b+
r − 3
2
, . . . , b+
1− r
2
, µ1, . . . , µn).
Le lemme 2.3 nous dit qu’il existe un racine α de H+ dans le radical unipotent du sous-groupe
parabolique standard P =MN telle que X¯(λ+, sα ·µ
+) soit un sous-quotient de Y et 〈αˇ,λ+〉 et
〈αˇ,µ+〉 sont des entiers non nuls de meˆme signe. Supposons que α = ǫj − ǫi+r, avec 1 ≤ j ≤ r
et 1 ≤ i ≤ n et que le signe en question soit ne´gatif. Ceci signifie que λi et µi sont re´els et
λi > a+
r − (2j − 1)
2
, µi > b+
r − (2j − 1)
2
.
Or X¯(λ+, sα · µ
+) a pour exposants χa′,b′ = χλi,b+ r−(2j−1)2
et χa′′,b′′ = χa+ r−(2j−1)
2
,µi
, et
a′ − b′ = λi −
(
b+
r − (2j − 1)
2
)
> a+
r − (2j − 1)
2
−
(
b+
r − (2j − 1)
2
)
= a− b,
a′′ − b′′ = a+
r − (2j − 1)
2
− µi < a+
r − (2j − 1)
2
−
(
b+
r − (2j − 1)
2
)
= a− b.
On a donc soit |a′ − b′| > |a − b|, soit |a′′ − b′′| > |a − b|. Les autres cas (α = ǫi + ǫj ou bien
〈αˇ,λ+〉 et 〈αˇ,µ+〉 positifs) se de´montrent de la meˆme manie`re.
Si α est une racine multiple de ǫj pour un 1 ≤ j ≤ r et 〈αˇ,λ
+〉 et 〈αˇ,µ+〉 sont des entiers
positifs (l’autre cas se traite de la meˆme manie`re), ceci donne a+ r−(2j−1)2 > 0 et b+
r−(2j−1)
2 > 0.
Or X¯(λ+, sα · µ
+) a pour exposant χa′,b′ = χa+ r−(2j−1)
2
,−
(
b+
r−(2j−1)
2
) et
(a′ − b′)− (a− b) = 2b+ r − (2j − 1) > 0, (a′ − b′)− (b− a) = 2a+ r − (2j − 1) > 0
donc (a′ − b′) > |a− b|.
Si a + r−12 est demi-entier (resp. entier), dans le premier cas ci-dessus λi et µi sont aussi
demi-entiers (resp. entiers) car 〈αˇ,λ+〉 et 〈αˇ,µ+〉 sont entiers, et il en est de meˆme pour a′, b′,
a′′ et b′′ ainsi que dans le second cas pour a′ et b′.
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6. Re´duction au cas unipotent de bonne parite´
6.1. Ge´ne´ralite´s. — Pour chacun des groupes classiques de §5.1, on dispose d’une repre´sentation
naturelle du L-groupe dans un LGLN = GLN (C) :
(6.1) StdG :
LG −→ GLN (C).
On a N = 2n+1, 2n, 2n, 2n respectivement dans les cas Cn, Bn, Dn, Mpn. Soit G l’un de ces
groupes classiques et soit
ψG : WC × SL2(C) −→
LG
un parame`tre d’Arthur pour G. Posons ψ = StdG ◦ψG. C’est un parame`tre d’Arthur θN -stable
de GLN (C), il admet donc une de´composition en irre´ductibles de la forme
(6.2) ψ =
⊕
i
(
χi ⊠RNi ⊕ χ
−1
i ⊠RNi
)⊕
j
(Triv ⊠RNj)
ou` les caracte`res unitaires χi de C
× sont tels que χi 6= χ
−1
i .
Remarque 6.1. — Il y a une condition de parite´ sur les Nj de la deuxie`me somme : si
LG est
un groupe symplectique, les Nj impairs apparaissent avec une multiplicite´ paire et si G est un
groupe orthogonal, les Nj pairs apparaissent avec une multiplicite´ paire. On a bien suˆr
2
∑
i
Ni +
∑
j
Nj = N.
Notons ψu,bp la somme des sous-repre´sentations intervenant dans la de´composition (6.2) de
la forme Triv ⊠ RNj avec Nj pair si
LG est un groupe symplectique et impair sinon et Nu,bp
la dimension de cette repre´sentation. D’apre`s ce qui pre´ce`de N −Nu,bp est pair et il existe une
repre´sentation ρ de WC × SL2(C) dans GLN−Nu,bp(C), ρ, non unique telle que
(6.3) ψ = ρ⊕ ρ∗ ⊕ ψu,bp.
Notre but est la description des e´le´ments du paquet Π(ψG, G) attache´ par Arthur a` un
parame`tre ψG dans les cas Cn, Bn et Dn. L’importance de la de´composition (6.3) est que nous
allons ramener cette description a` celle de Π(ψu,bp) et utiliser [BV85] pour de´crire Π(ψu,bp).
Remarque 6.2. — Dans le cas Mpn, les paquets d’Arthur Π(ψ,Mp2n(C)) sont de´finis via la
correspondance de Howe entre groupes me´taplectiques et groupes orthogonaux impairs ([Mœg]).
Revenons aux cas traite´s par Arthur, et donc G n’est pas un groupe me´taplectique. Soit ψG
un parame`tre d’Arthur et ψ = StdG◦ψG. Soit X
GL
ψ la repre´sentation auto-duale irre´ductible de
GLN (C) qui est l’unique e´le´ment du paquet d’Arthur Π(ψ,GLN (C)) (cf. (4.7)). Les e´le´ments
du paquets d’Arthur Π(ψ,G), et plus pre´cise´ment, les repre´sentations Xη associe´es a` chaque
caracte`re de A(ψG) sont caracte´rise´s par les identite´s de transfert pour l’endoscopie ordinaire
d’un groupe endoscopique elliptique de G vers G, et l’identite´ de transfert endoscopique tordu,
ou` G est un groupe endoscopique tordu pour (GLN (C), θN ) qui stipule que le transfert de la
repre´sentation virtuelle stable XstψG (3.13) est la trace tordue de la repre´sentation X
GL
ψ .
Remarque 6.3. — Expliquons comment de´terminer le caracte`re infinite´simal des e´le´ments du
paquet Π(ψ,G). Rappelons qu’un caracte`re infinite´simal est donne´ par deux e´le´ments λ et µ
de h∗, c’est-a`-dire deux n-uplets de nombres complexes, modulo l’action de groupe de Weyl,
c’est-a`-dire a` permutation et changements de signes pre`s. Pour trouver λ (resp. µ), on conside`re
la re´union des (a+ r−12 , a+
r−1
2 . . . , a−
r−1
2 ) (resp. (b+
r−1
2 , b+
r−1
2 . . . , b−
r−1
2 )) pour chaque
terme de la forme χa,b ⊠ Rr apparaissant dans le parame`tre ψ (e´ventuellement avec a = b = 0
pour les termes Triv ⊠ Rr). On obtient ainsi un 2n-uplet dans les cas Cn, Dn et Mpn, et un
2n+ 1-uplet dans le cas Bn, 0 apparaissant avec une multiplicite´ impaire. Dans ce dernier cas,
on enle`ve un 0, et il reste donc un 2n-uplet ayant la proprie´te´ que si x en est un e´le´ment, alors
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−x aussi, avec la meˆme multiplicite´. On enle`ve la moitie´ des e´le´ments, en groupant les e´le´ments
par paires {x,−x} et en ne gardant pour chaque paire qu’un seul des deux e´le´ments.
6.2. Re´duction aux parame`tres unipotents de bonne parite´. — Nous e´nonc¸ons dans
cette section un re´sultat de re´duction qui ne s’applique pas aux groupes me´taplectiques. En re-
vanche, certains re´sultats interme´diaires importants d’irre´ductibilite´ d’induites sont eux valides
aussi pour les groupes me´taplectiques. Soit G un groupe classique complexe et soit
ψG : WC × SL2(C) −→
LG
un parame`tre d’Arthur pour G. Posons ψ = StdG ◦ ψG et soit
(6.4) ψ =
⊕
i
(
χi ⊠RNi ⊕ χ
−1
i ⊠RNi
)⊕
j
(Triv ⊠RNj)
la de´composition en irre´ductibles de ψ comme dans la section pre´ce´dente.
Supposons que G ne soit pas un groupe me´taplectique. Conside´rons une de´composition de ψ
de la forme :
(6.5) ψ = ρ⊕ ρ∗ ⊕ ψ′
ou` ρ =
⊕
k χk ⊠ RNk , et ρ
∗ =
⊕
k χ
−1
k ⊠ RNk . Ici les χk peuvent eˆtre triviaux mais s’ils sont
triviaux alors Nk est de mauvaise parite´ c’est-a`-dire est pair si
LG est un groupe orthogonal
et impair si LG est un groupe symplectique. Le parame`tre ψ′ se factorise par le L-groupe d’un
groupe classique G′ de meˆme type que G. Soit ψG′ le parame`tre d’Arthur pour le groupe G
′ tel
que ψ′ = StdG′ ◦ψG′ . Notons Nρ =
∑
kNk la dimension de la repre´sentation ρ deWC×SL2(C),
et soit XGLρ la repre´sentation de GLNρ(C) de parame`tre d’Arthur ρ (cf. (4.7)). Le groupe G
admet un sous-groupe de Levi maximal isomorphe a`GLNρ(C)×G
′, et ceci fournit une injection
(6.6) ι : GLNρ(C)×
LG′ →֒ LG
de sorte que ψG = ι ◦ (ρ, ψG′).
Remarque 6.4. — Les groupes A(ψG) et A(ψG′) sont naturellement isomorphes. En effet, le
centralisateur de ψ est un produit du centralisateur de ψ′ et de groupes ge´ne´raux line´aires
complexes.
Proposition 6.5. — Soit η ∈ Â(ψG) et soient Xη et X
′
η les repre´sentations semi-simples de
G et G′ respectivement attache´es par Arthur (cf. (3.11), ou` pour X ′η on tient compte de la
remarque ci-dessus). On a alors
(6.7) Xη = X
GL
ρ ⋆ X
′
η.
De´monstration. Nous allons de´montrer que le terme de droite de (6.7) ve´rifie les identite´s endo-
scopiques qui caracte´risent le terme de gauche. Soit H = (H, s, ξ : LH → LG, . . .) une donne´e
endoscopique elliptique de G (cf. [Art13]) telle que ψG se factorise par le groupe dual de H
et on fixe une telle factorisation ψG = ξ ◦ ψH . En particulier l’e´le´ment s ∈
LG s’identifie a`
un e´le´ment du commutant de ψG. Il faut alors de´montrer qu’il existe une donne´e endoscopique
elliptique H′ = (H ′, s′, . . .) de G′, tel que l’e´le´ment s′ de cette donne´e soit dans le centralisateur
de ψG′ et tel que le transfert de la distribution stable associe´e a` H et a` la factorisation de ψG
soit l’induite du produit tensoriel des donne´es analogues pour ψG′ et H
′ et de la repre´sentation
XGLρ . Expliquons maintenant comment construire explicitement cette donne´e endoscopique H
′.
Comme on a le droit de le faire, on suppose que s ve´rifie s2 = 1 et dans un premier temps on
suppose aussi que s 6= 1. On de´compose alors ψ en ψ+ ⊕ ψ− suivant les valeurs propres de s.
On remarque que l’on a aussi une de´composition analogue pour ψ′ et pour ρ. On a alors
ψ+ = ρ+ ⊕ ρ
∗
+ ⊕ ψ
′
+
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et une de´composition analogue avec + remplace´ par −. C’est ici qu’a servi l’hypothe`se sur la
parite´ de Nk si χk est trivial pour que le dual de ρ+ apparaisse lui aussi dans dans l’espace
propre de valeur propre +1. Notons Nρ± les dimensions des repre´sentations ρ±, et X
GL
ρ± la
repre´sentation de GLNρ± (C) associe´e a` ce parame`tre. On a bien suˆr Nρ = Nρ+ + Nρ− et
XGLρ = X
GL
ρ+ ⋆ X
GL
ρ− . Ainsi il existe un sous-groupe de Levi
M ≃
(
GLNρ+ (C)×M
+
)
×
(
GLNρ− (C)×M
−
)
deH tel que ψH se factorise par le groupe dual deM et la distribution stable deH associe´e a` ψH
(cf. (3.13)) est une induite a` partir de ce Levi. Notons H ′ le facteur M+×M− de M : c’est un
groupe endoscopique pour G′, s’inscrivant dans une donne´e endoscopique H′ = (H ′, s′, ξ′, . . .)
de G′ et le parame`tre d’Arthur ψG′ se factorise en ξ
′◦ψH′ . L’e´le´ment s
′ est dans le centralisateur
de ψG′ , on peut le prendre tel que s
′2 = 1 et ψ′ = ψ′+⊕ψ′− est la de´composition de ψ′ selon les
valeurs propres ±1 de s′. Partons de la repre´sentation stable XstψH′
associe´e a` ψH′ (cf. (3.13)).
On peut d’abord conside´rer son transfert endoscopique vers G′, puis induire vers G avec XGLρ :
XGLρ ⋆ Trans
G′
H′(X
st
ψH′
)
ou` de´signe le transfert endoscopique (spectral) du groupe endoscopique H ′ de G′ vers G′. Le fait
que le transfert commute a` l’induction nous dit que l’on obtient le meˆme re´sultat en induisant
vers H avec XGLρ+ et X
GL
ρ− et en prenant ensuite le transfert endoscopique de H vers G :
TransGH(X
GL
ρ+ ⋆ X
GL
ρ− ⋆ X
st
ψH′
) = TransGH(X
GL
ρ ⋆ X
st
ψH′
).
Ce que l’on obtient est la repre´sentation Xsψ de (3.12).
Pour la distribution stable (3.13) associe´e a` ψ (le cas s = 1), il faut montrer que le transfert
pour l’endoscopie tordue de cette repre´sentation vers l’espace tordu associe´ a` GLN (C) est aussi
une induite. On ve´rifie aise´ment l’e´galite´ des traces tordues de XGLψ et X
GL
ρ ×X
GL
ψ′ ×X
GL
ρ∗ (il y
a meˆme en fait e´galite´ de repre´sentations tordues). Il suffit alors de ve´rifier que la trace tordue
de la repre´sentation de droite est bien le transfert pour l’endoscopie tordue de la repre´sentation
XGLρ ⋆ X
st
ψG′
. Cela est aussi duˆ au fait que le transfert commute a` l’induction.
On a ainsi ve´rifie´ que toutes les formules de transfert se de´duisent pour ψ de leurs analogues
pour ψ′ en induisant avec la repre´sentation XGLρ . La proposition s’en de´duit donc.
Revenons a` la de´composition (6.4) du de´but de paragraphe. Alors ψu =
⊕
j(Triv ⊗ RNj)
est un parame`tre unipotent de GNu (ou` Nu =
∑
j Nj), c’est-a`-dire que la restriction de ψu a`
WC = C
× est triviale. Soit Gu le groupe classique de meˆme type que celui de G admettant une
repre´sentation standard dans GLNu(C). Alors ψu se factorise en ψu = StdGu ◦ ψGu , ou`
(6.8) ψGu : WC × SL2(C) −→
LGu
est un parame`tre d’Arthur unipotent de Gu.
Le groupe G admet un sous-groupe parabolique P = MN tel que M soit isomorphe a`
(×iGLNi(C))×Gu. Le parame`tre ψG se factorise par un parame`tre ψM : WC×SL2(C) −→
LM .
Si l’on identifie M et (×iGLNi(C)) ×Gu comme explique´ ci-dessus, les X¯
M ∈ Π(ψM ,M) sont
de la forme
(6.9) X¯M =
(⊗
i
χi ◦ detNi
)
⊗ X¯u
ou` X¯u de´crit le paquet unipotent Π(ψGu , Gu) de Gu.
Or, dans cette situation, nous avons le re´sultat suivant duˆ a` Barbasch ([Bar89], Thm. 14.1)
(que l’on rede´montrera) :
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The´ore`me 6.6. — Avec les notations qui pre´ce`dent, pour toute repre´sentation X¯u dans Π(ψGu , Gu),
la repre´sentation induite
X¯ = IndGP (
(⊗
i
χi ◦ detNi
)
⊗ X¯u) = ⋆i (χi ◦ detNi) ⋆ X¯u
est irre´ductible.
Remarque 6.7. — Le the´ore`me pre´ce´dent reste vrai si les caracte`res χi sont seulement presque
unitaires c’est-a`-dire ve´rifient ℜe (λi + µi) ∈]− 1/2, 1/2[.
On passe du the´ore`me a` la remarque on utilisant la description des se´ries comple´mentaires
donne´es en ([Bar89] §12) mais cela peut se de´montrer de fac¸on totalement e´le´mentaire.
Lorsque G n’est pas me´taplectique, on peut appliquer la proposition 6.5. Nous montrerons
plus loin que pour tout η ∈ Â(ψu), la repre´sentation X
Gu
η de Gu associe´e par Arthur est
irre´ductible ou nulle et le paquet d’Arthur Π(ψu, Gu) est constitue´ des X
Gu
η non nuls lorsque η
de´crit Â(ψu). Nous en de´duisons le :
Corollaire 6.8. — Avec les notations qui pre´ce`dent, la repre´sentation Xη de G associe´e par
Arthur a` un caracte`re η ∈ Â(ψ), est la repre´sentation irre´ductible Xη = (⋆iχi ◦ detNi) ⋆ X
Gu
η
(on rappelle ici la remarque 6.4, et bien e´videmment Xη = 0 si X
Gu
η = 0).
En particulier le paquet Π(ψG, G) est constitue´ d’induites irre´ductibles :
Π(ψG, G) =
{
(⋆iχi ◦ detNi) ⋆ X¯u, X¯u ∈ Π(ψGu , Gu)
}
.
Nous nous sommes donc ramene´s a` la de´termination des paquets d’Arthur unipotents. Sup-
posons maintenant que ψG = ψGu et ψ = StdG ◦ ψG = ψu =
⊕
j(Triv ⊠RNj ).
De´finition 6.9. — Nous de´finissons la bonne parite´ ǫG pour le groupe G comme e´tant 1
mod 2 dans les cas Cn et Dn (le groupe dual est un groupe orthogonal), et 0 mod 2 dans
les cas Bn et Mpn(le groupe dual est un groupe symplectique).
Le parame`tre ψ se de´compose en une partie de bonne parite´, et une partie de mauvaise parite´ :
ψ = ψbp ⊕ ψmp, ψbp =
⊕
j
Nj mod 2=ǫG
(Triv ⊠RNj ), ψmp =
⊕
j
Nj+1mod 2=ǫG
(Triv ⊠RNj ).
Les parties de mauvaise parite´ apparaissent avec une multiplicite´ paire (cf. remarque 6.1), et
l’on va donc plutoˆt e´crire :
ψmp =
⊕
k
Nk+1mod 2=ǫG
(Triv ⊠RNk ⊕Triv ⊠RNk).
On a N = 2Nmp+Nbp = 2
∑
kNk+
∑
j Nj et ψbp =
⊕
j
Nj mod 2=ǫG
(Triv⊗RNj ) est un parame`tre
unipotent de GNbp . Soit Gbp le groupe classique de meˆme type que celui de G admettant une
repre´sentation standard dans GLNbp(C). Alors ψbp se factorise en ψbp = StdGbp ◦ ψGbp , ou`
(6.10) ψGbp : WC × SL2(C) −→
LGbp
est un parame`tre d’Arthur unipotent de bonne parite´ de Gbp.
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Le groupe G admet un sous-groupe parabolique P = MN tel que M soit isomorphe a`
(×kGLNk(C))×Gbp. Le parame`tre ψ se factorise par un parame`tre ψM : WC×SL2(C) −→
LM .
Si on identifie M et (×kGLNk(C))×Gbp, les X¯
M ∈ Π(ψM ,M) sont de la forme
(6.11) X¯M =
(⊗
k
TrivNk
)
⊗ X¯bp
ou` X¯bp de´crit le paquet unipotent Π(ψGbp , Gbp) de Gbp. La` encore, nous avons le re´sultat
d’irre´ductibilite´ suivant, duˆ a` Barbasch ([Bar89], §6.6) :
The´ore`me 6.10. — Avec les notations qui pre´ce`dent, pour toute repre´sentation X¯bp dans
Π(ψGbp , Gbp)
X¯ = (⋆kTrivNk) ⋆ X¯bp.
est irre´ductible.
De meˆme que ci-dessus, lorsque G n’est pas me´taplectique, on peut appliquer la proposition
6.5 et obtenir le
Corollaire 6.11. — Avec les notations qui pre´ce`dent, la repre´sentation Xη de G associe´e par
Arthur a` un caracte`re η ∈ Â(ψG), est la repre´sentation irre´ductible
Xη = (⋆kTrivk ◦ detNk) ⋆ X
Gbp
η
(on rappelle ici la remarque 6.4, et bien e´videmment Xη = 0 si X
Gbp
η = 0).
En particulier le paquet Π(ψG, G) est constitue´ d’induites irre´ductibles :
Π(ψG, G) =
{
(⋆kTrivk ◦ detNk) ⋆ X¯bp, X¯bp ∈ Π(ψGbp , Gbp)
}
.
Revenons maintenant a` un parame`tre ψG quelconque, avec
ψ = StdG ◦ ψG =
⊕
i
(
χi ⊠RNi ⊕ χ
−1
i ⊠RNi
)⊕
k
(Triv ⊗RNk ⊕Triv ⊠RNk)
⊕
j
(Triv ⊠RNj )
ou` la premie`re somme est la partie non unipotente, la seconde, la partie unipotente de mauvaise
parite´, et la troisie`me, la partie unipotente de bonne parite´. On retrouve (6.3). Soit Gbp le groupe
classique de meˆme type que celui de G admettant une repre´sentation standard dans GLNbp(C),
ou` Nbp =
∑
j Nj est la dimension de la repre´sentation ψu,bp de (6.3).
Le groupe G admet un sous-groupe parabolique P = MN tel que M soit isomorphe a`
(×iGLNi(C)) × (×kGLNk(C)) × Gbp. Le parame`tre ψ se factorise par un parame`tre d’Arthur
ψM pour M . Si on identifie M et (×iGLNi(C)) × (×kGLNk(C)) × Gbp, les X¯
M ∈ Π(ψM ,M)
sont de la forme
(6.12) X¯M =
(⊗
i
χi ◦ detNi
)
⊗
(⊗
k
TrivNk
)
⊗ X¯bp
ou` X¯bp de´crit le paquet unipotent Π(ψu,bp, Gbp) de Gbp
Les deux re´ductions effectue´es ci-dessus peuvent se re´sumer en une seule graˆce a` la transitivite´
du foncteur d’induction parabolique :
The´ore`me 6.12. — Avec les notations qui pre´ce`dent, pour toute repre´sentation X¯bp dans
Π(ψGbp , Gbp)
X¯ = (⋆iχi ◦ detNi) ⋆ (⋆kTrivNk) ⋆ X¯bp.
est irre´ductible et si G n’est pas un groupe me´taplectique, la repre´sentation Xη de G associe´e
par Arthur a` un caracte`re η ∈ Â(ψG), est la repre´sentation irre´ductible
Xη = ((⋆iχi ◦ detNi) ⋆ (⋆kTrivk ◦ detNk)) ⋆ X
Gbp
η
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(on rappelle ici la remarque 6.4, et bien e´videmment Xη = 0 si X
Gbp
η = 0).
En particulier le paquet Π(ψ,G) est constitue´ d’induites irre´ductibles :
Π(ψ,G) =
{
X¯ = (⋆iχi ◦ detNi) ⋆ (⋆kTrivNk) ⋆ X¯bp, X¯bp ∈ Π(ψu,bp, Gbp)
}
.
7. Description des paquets unipotents (Barbasch-Vogan)
Soit G l’un des groupes classiques du paragraphe 5.1, de rang n. Soit ψG un parame`tre
d’Arthur unipotent, c’est-a`-dire que ψG est trivial sur WC = C
×. On peut donc le voir comme
un morphisme de SL2(C) dans
LG. Soit
(7.1) ψ¯G : sl2(C)→ Lie(
LG) = Lg
la diffe´rentielle de ψG en l’identite´ qui envoie le sl(2,C)-triplet usuel {e, h, f} sur un sl(2)-triplet
dans Lg (les images de e et f sont des e´le´ments nilpotents dans Lg). Notons U = UψG l’orbite
nilpotente LG · e. La the´orie de Jacobson-Morosov e´tablit que la correspondence ψG ↔ UψG
entre classes de conjugaison de parame`tres d’Arthur unipotents et orbites nilpotentes dans Lg
est bijective.
Orbites nilpotentes dans les alge`bres de Lie simples classiques. Rappelons la clas-
sification des orbites nilpotentes dans les alge`bres de Lie simples classiques (cf. [CM93]). La
repre´sentation standard StdG :
LG → GN donne par diffe´rentiation un morphisme d’alge`bres
de Lie injectif :
StdG :
Lg −→ glN (C)
et l’image d’une orbite nilpotente U de Lg est une orbite nilpotente de glN (C). Une telle orbite
est caracte´rise´e par une partition de N , qui donne la taille des blocs de Jordan d’un e´le´ment de
l’orbite.
On note P(N) l’ensemble des partitions de N . Les e´le´ments de P(N) sont des suites d =
[d1, d2, . . . , dk] avec d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dk > 0 et
∑k
i=1 di = N . On note rd(i) la multiplicite´ de
l’entier strictement positif i dans d. On de´finit P1(N) comme le sous-ensemble de P(N) des
partitions d = [d1, d2, . . . , dk] de N telles que la multiplicite´ rd(i) de tout entier i pair soit paire.
De meˆme, on de´finit P−1(N) par la condition que la multiplicite´ de tout i impair soit paire (et
donc N est pair).
Reprenons nos groupes classiques du paragraphe 5.1. Dans le cas Cn,
Lg = so2n+1, et une
orbite U de Lg donne via StdG une partition d = dU = [d1, d2, . . . , dk] de N = 2n + 1. Cette
partition est dans P1(2n + 1) et la correspondance U 7→ dU est une bijection entre l’ensemble
des orbites nilpotentes de so2n+1 et P1(2n + 1).
De meˆme, dans les cas Bn etMpn,
Lg = sp2n, et l’on a une bijection U 7→ dU entre l’ensemble
des orbites nilpotentes de sp2n et P−1(2n). Dans le cas Dn,
Lg = so2n, mais la correspondance
U 7→ dU ne donne plus une bijection entre les orbites nilpotentes de so2n et P1(2n). Il faut
remplacer l’action adjointe du groupe SO2n(C) par le groupe orthogonal O(2n) pour obtenir
une bijection. En fait, une orbite nilpotente OdU de so2n pour l’action de O(2n) est une orbite
pour SO2n(C), sauf lorsque la partition dU est ≪ tre`s paire ≫, c’est-a`-dire que tous les di sont
pairs (avec des multiplicite´s paires), auquel cas l’orbite OdU se scinde en deux orbites O
I
dU
, OIIdU
pour SO2n(C).
Revenons aux parame`tres d’Arthur unipotents ψG du de´but du paragraphe, auxquels nous
avons attache´ une orbite nilpotente U de Lg et une partition d = dU . Il est donc e´quivalent de
se donner une classe de conjugaison de parame`tres d’Arthur unipotents, une orbite nilpotente
dans Lg, ou la partition qui lui correspond. Posons comme pre´ce´demment ψ = Std ◦ψG, et soit
ψ = ⊕rj=1Triv ⊠ RNj la de´composition de ψ en irre´ductibles. La partition associe´e a` ψG est
alors d = [N1, . . . , Nr].
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Remarque 7.1. — Si l’orbite nilpotente U est attache´e au parame`tre unipotent ψG, alors
on a une identification A(ψG) = A(U), ou` A(U) est le groupe des composantes connexes du
centralisateur dans LG d’un e´le´ment e de U (cf. [BV85], Prop. 2.4). Il sera commode quand U
est donne´e de noter ψU le morphisme correspondant et a` l’inverse quand ψ est donne´ de noter
Uψ l’orbite correspondante.
De´finition 7.2. — Si le parame`tre ψ est de bonne parite´, c’est-a`-dire que dans la partition d,
il n’y a que des di ve´rifiant di mod 2 = ǫG (cf. de´finition 6.9), on dit aussi que U et dU sont de
bonne parite´.
Dans les travaux de Barbasch-Vogan, une notion importante est celle d’orbite spe´ciale, qui
est base´e sur la dualite´ de Lusztig-Spaltelstein (cf. [BV85], Appendix). Cette dualite´ est une
application Dg de l’ensemble des orbites nilpotentes d’une alge`bre de Lie re´ductive g vers l’en-
semble des orbites nilpotentes de Lg ve´rifiant Dg ◦DLg ◦Dg = Dg. Les orbites dans l’image de
D sont appele´es orbites spe´ciales. Lorsqu’on restreint D aux orbites spe´ciales, on obtient une
bijection e´changeant orbites nilpotentes spe´ciales de g et de Lg. Les roˆles de g et Lg sont ici bien
e´videmment totalement syme´triques. Dans cet article, axe´ sur le point de vue d’Arthur, ce sont
les orbites nilpotentes de Lg qui jouent le roˆle majeur, car elles donnent les parame`tres, alors
que dans [BV85], l’accent est mis sur les orbites nilpotentes de g qui donnent les fronts d’onde
des repre´sentations. C’est la dualite´ de Lusztig-Spaltenstein qui fait le lien entre ces deux points
de vue (cf. [BV85] repris ici dans un cadre un peu plus ge´ne´ral en 12.3).
On trouve dans [CM93] une proce´dure expliquant comment calculer Dg en terme de parti-
tions, que nous rappelons brie`vement. Pour ceci, il nous faut une proce´dure permettant d’obte-
nir, a` partir d’une partition d de 2n+1 ou 2n, une partition dans P1(2n+1), P−1(2n), P1(2n),
appele´es respectivement B-collapse, C-collapse et D-collapse de d. Si d est une partition de
2n + 1 qui n’est pas dans P1(2n + 1), alors un entier pair r apparaˆıt dans d avec une mul-
tiplicite´ impaire. Conside´rons le plus grand de ces entiers, retirons 1 au dernier bloc de cette
taille, et rajoutons 1 au bloc de taille maximale strictement infe´rieure a` r − 1. On re´pe`te ceci
jusqu’a` obtenir une partition dans P1(2n + 1). La proce´dure est similaire pour le C-collapse
(resp. D-collapse) d’une partition de 2n, ou` l’on se de´barrasse des blocs impairs (resp. pairs) de
multiplicite´s impaires en commenc¸ant par le plus grand.
Cas Cn. Soit O une orbite nilpotente de sp2n et d ∈ P−1(2n) la partition associe´e. On ajoute
un bloc 1 pour avoir une partition de 2n+1, on prend la partition transpose´e (on e´change lignes
et colonnes du tableau de Young) et on prend le B-collapse de celle-ci, pour obtenir une partition
dans P1(2n + 1), ce qui nous donne une orbite nilpotente de so2n+1.
Cas Bn. Soit O une orbite nilpotente de so2n+1 et d ∈ P1(2n + 1) la partition associe´e. On
prend la partition transpose´e et on enle`ve 1 au plus petit bloc pour avoir une partition de 2n.
On prend le C-collapse de cette partition pour obtenir une partition dans P−1(2n), ce qui nous
donne une orbite nilpotente de sp2n.
Cas Dn. On prend le D-collapse de la partition transpose´e en e´liminant les blocs pairs ayant
une multiplicite´ impaire.
Cas Mpn. Pour le groupe me´taplectique, il y a aussi une dualite´ (e´tudie´e en [Mœg96]) de
l’ensemble des orbites nilpotentes de sp2n(C) dans lui-meˆme, de´finie comme suit. Soit U une
orbite nilpotente de sp2n(C) et dU ∈ P−1(2n) la partition qui lui correspond. On ajoute un
bloc 1 a` dU , on prend la partition conjugue´e, d
t
U et on applique l’algorithme pour calculer le
≪ C-collapse ≫, en e´vacuant les blocs impairs de multiplicite´ impaires du plus grand au plus
petit. Mais ici comme on a une partition de 2n+1, on se retrouve a` la fin avec un seule bloc de
taille impaire avec une multiplicite´ impaire. On enle`ve 1 au dernier de ces blocs. Notons dO la
partition de P−1(2n) obtenue et O l’orbite de sp2n(C) qui lui correspond. Par exemple, l’orbite
U de partition [2, 1, 1] a pour duale l’orbite O de partition [4], et re´ciproquement. De meˆme,
l’orbite U de partition [2, 2, 2] a pour duale l’orbite O de partition [4, 2], et re´ciproquement.
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De´finition 7.3. — On dit que l’orbite nilpotente U de sp2n(C) est antispe´ciale si elle est e´gale
a` sa biduale. Par exemple, les orbites de partitions [2, 1, 1], [4], [2, 2, 2] et [4, 2] sont antispe´ciales.
Celle de partition [3, 3] a pour duale [2, 2, 2] et n’est donc pas antispe´ciale.
Remarque 7.4. — Une orbite nilpotente de sp2n(C) est a` la fois spe´ciale et antispe´ciale si et
seulement elle est de bonne parite´ (ie. tous ses blocs sont pairs).
Remarque 7.5. — Pour les groupes classiques, une orbite est paire (au sens usuel, cf. [BV85]
ou [CM93]) si tous les di sont de meˆme parite´. Une orbite nilpotente U de bonne parite´ est
spe´ciale (antispe´ciale dans le cas Mpn) et paire. Dans le cas Cn, cette parite´ ne peut eˆtre que
la bonne parite´ (impaire), car il y a un nombre impair de blocs impairs.
Dans le cas ou` U est une orbite spe´ciale paire, et G un groupe classique non me´taplectique
une de´finition du paquet d’Arthur associe´ a e´te´ donne´ par Barbasch et Vogan ([BV85]). No-
tons le ΠBV (U , G). Cette de´finition est e´tendue par Barbasch [Bar89] au cas des groupes
me´taplectiques.
De´finition 7.6 (Barbasch-Vogan). — Soit G un groupe classique et U une orbite nilpotente
spe´ciale (antispe´ciale dans le cas Mpn) paire de
Lg. Soit O l’orbite duale de U . C’est une
orbite nilpotente spe´ciale (antispe´ciale dans le cas Mpn) dans g. Nous avons vu en (3.7) que le
caracte`re infinite´simal doit eˆtre
(
1
2h,
1
2h
)
. Les e´le´ments du paquet ΠBV (U , G) sont les modules
de Harish-Chandra irre´ductibles X¯ ayant ce caracte`re infinite´simal, et dont le front d’onde est
WF(X) = O.
On suppose dans la suite que U est spe´ciale (antispe´ciale dans le cas Mpn) et paire.
Remarque 7.7. — Pour les groupes classiques, on calcule facilement les coordonne´es du ca-
racte`re infinite´simal de ΠBV (U , G) a` partir de l’orbite U , ou plutoˆt de la partition dU . Si
dU = [d1, . . . , dk], on conside`re pour chaque di la suite(
di − 1
2
,
di − 3
2
, . . . ,
3− di
2
,
1− di
2
)
.
On concate`ne toute ces suites en re´ordonnant les e´le´ments dans l’ordre de´croissant. On ne garde
ensuite que les termes strictement positifs, et la moitie´ des termes nuls (s’il y en a un nombre
impair 2ℓ+ 1, on en garde ℓ).
Par exemple, dans le cas Cn, conside´rons le parame`tre unipotent associe´ a` dU = [5, 3, 3, 1, 1].
Le caracte`re infinite´simal est (2, 1, 1, 1, 0, 0). Dans le cas Bn, si dU = [6, 6, 4, 2], le caracte`re
infinite´simal est (52 ,
5
2 ,
3
2 ,
3
2 ,
3
2 ,
1
2 ,
1
2 ,
1
2 ,
1
2).
Si l’orbite U est paire, le caracte`re infinite´simal associe´ est entier. Dans le cas Cn, nous avons
vu qu’une orbite paire est de bonne parite´ (tous les di sont impairs), et ainsi les coordonne´es
du caracte`re infinite´simal sont des entiers. Dans le cas Bn, une orbite paire est soit de bonne
parite´ (paire), auquel cas les coordonne´es du caracte`re infinite´simal sont des demi-entiers (dans
1
2Z\Z), soit totalement de mauvaise parite´, auquel cas les coordonne´es du caracte`re infinite´simal
sont des entiers. Dans le cas Dn, une orbite paire est soit de bonne parite´ (impaire), auquel cas
les coordonne´es du caracte`re infinite´simal sont des entiers, soit totalement de mauvaise parite´,
auquel cas les coordonne´es du caracte`re infinite´simal sont des demi-entiers. Dans le cas Mpn,
une orbite paire antispe´ciale est de bonne parite´ (paire), auquel cas les coordonne´es du caracte`re
infinite´simal sont des demi-entiers.
Nous allons donner la description des e´le´ments du paquet ΠBV (U , G) en suivant [BV85] et
[Bar89]. Ils sont parame´tre´s par les caracte`res d’un certain quotient A¯(U) de A(U).
Pour les groupes classiques non me´taplectiques, le quotient A¯(U) est le quotient de Lusztig.
Il est isomorphe a` (Z/2Z)m pour un certain entier m, ceci sera rendu explicite plus loin. On a
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donc une bijection
(7.2) ̂¯A(U) −→ ΠBV (U , G), η 7→ X
BV
η
Remarque 7.8. — En fait, Barbasch et Vogan [BV85] parame`trent les repre´sentations dans
un paquet ΠBV (U , G) par les caracte`res du quotient de Lusztig attache´ a` l’orbite O, duale de
U . Ils remarquent que ces quotients sont isomorphes : A¯(O) ≃ A¯(U), mais bien entendu, pour
passer de l’une a` l’autre des parame´trisations, il faut dire quel est cet isomorphisme. Ceci est
assez subtil, et nous l’expliquons plus loin (cf. remarque 10.2). On se sert ici de la section 6 de
[Bar89], ou` Barbasch donne la parame´trisation des repre´sentations dans ΠBV (U , G) par
̂¯A(U).
Pour eˆtre en phase avec la parame´trisation d’Arthur, nous re´interpre´tons (7.2) : a` un caracte`re
η de A(U) est attache´e une repre´sentation du paquet ΠBV (U , G) ou bien 0 de la manie`re suivante.
Si η est un caracte`re de A(U) qui ne se factorise pas par A¯(U), on pose alors XBVη = 0.
(7.3) Â(U) −→ ΠBV (U , G)
∐
{0}, η 7→ XBVη
Pour les groupes me´taplectiques, les repre´sentations dans le paquet attache´ a` une orbite
nilpotente U de l’alge`bre de Lie Lg = sp2n(C) sont parame´tre´s par les caracte`res d’un autre
groupe quotient de A(U) que nous allons noter A
Mp
(U), pour le distinguer du groupe A(U)
qui apparaˆıt lui lorsque Lg = sp2n(C) est vue comme l’alge`bre de Lie du dual de Langlands de
SO2n+1.
Soit U une orbite nilpotente antispe´ciale paire de sp2n(C). On note dU = [d1, · · · , dt] la
partition (dans P−1(2n)) de´finissant U . Tous les blocs sont alors pairs, et l’on pose ni = di/2.
Alors ×i∈[1,t]Sp2ni(C) est un sous-groupe de Sp2n(C). Le centre de ce sous-groupe s’envoie
surjectivement sur le groupe des composantes connexes du centralisateur d’un e´le´ment de U
inclus dans ce sous-groupe. Pour tout i ∈ [1, t], on note ǫi l’image de l’e´le´ment non trivial du
centre de Sp2ni(C) dans ce groupe de composantes connexes. En particulier ǫi = ǫj si ni = nj.
On de´finit alors A
Mp
(U) comme le quotient du groupe des composantes connexes par le sous-
groupe engendre´ par les e´le´ments ǫiǫi+1 ou` i parcourt l’ensemble des entiers pairs dans [1, t] et
ǫt+1 = 1 si t est pair.
A la partition dU , on attache un symbole (cf. [CM93] §10 pour les groupes classiques non
me´taplectiques. Pour ces derniers, voir ci-dessous). Dans les cas Cn, et Bn ce symbole est de la
forme
(7.4)
(
x0 x2 . . . x2k
x1 x3 . . . x2k−1
)
et dans le cas Dn, ce symbole est de la forme
(7.5)
(
x0 x2 . . . x2k
x1 x3 . . . x2k+1
)
Un entier i donne´ n’apparaˆıt dans le symbole qu’au plus deux fois. Comme on est parti d’une
orbite spe´ciale, on a de plus :
x0 ≤ x1 ≤ x2 . . . ≤ xi ≤ xi+1 ≤ . . .
Voici comment on de´termine A¯(U) : on enle`ve du symbole tous les xi apparaissant avec
multiplicite´ 2 (l’un apparaˆıt sur la ligne du haut, l’autre sur celle du bas). Il reste un symbole de
meˆme type sans multiplicite´. Soit m la cardinalite´ de la ligne infe´rieure. Alors A¯(U) ≃ (Z/2Z)m.
Donnons maintenant une description des 2m e´le´ments de ΠBV (U , G), selon les cas, en illus-
trant ce qui se passe sur des exemples. On suit bien e´videmment les descriptions de [Bar89].
Nous allons pour cela de´finir a` chaque fois un sous-groupe parabolique deG, et 2m repre´sentations
22
irre´ductibles de celui-ci. Les e´le´ments du paquets seront les 2m sous-quotients irre´ductibles conte-
nant les K-types minimaux des induites de P a` G de ces repre´sentations.
Cas Cn. Nous illustrons ce cas par l’exemple dU = [9, 5, 5, 5, 3, 1, 1]. Le rang est 14.
On repart du symbole attache´ a` dU :
(7.6)
(
x0 x2 . . . x2k
x1 x3 . . . x2k−1
)
Dans notre exemple, on obtient
(7.7)
(
0 2 4 7
1 4 5
)
On de´finit une sous-alge`bre m de g = sp2n de la manie`re suivante
(7.8) m ≃ m0 ×A1 × . . . ×Ak
ou` m0 ≃ sp2x0 , A
j ≃ gl(x2k−2j+2 + x2k−2j+1 − 2k + 2j − 1), 1 ≤ j ≤ k.
Dans notre exemple, on obtient
m ≃ gl(7)× gl(5) × gl(2)
On e´crit le caracte`re infinite´simal attache´ a` U en coordonne´es :
λ = (λ1, λ1, . . . , λ1, λ2, . . . , λ2, . . . , λs, . . . , λs)
avec λi > λi+1, λs ≥ 0. Les λi sont des entiers dans ce cas.
Dans notre exemple,
λ = (4, 3, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0).
On extrait alors de λ la suite strictement de´croissante maximale, (λ1, λ2, . . . , λs) et on la
comple`te en extrayant des oppose´s des e´le´ments non nuls du reste (que l’on retire aussi de
λ) une suite strictement de´croissante maximale. Dans notre exemple, on extrait d’abord ainsi
(4, 3, 2, 1), il reste (2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 0, 0) et donc on comple`te en (4, 3, 2, 1, 0,−1,−2). On note F 1
la repre´sentation de dimension finie holomorphe de A1 de caracte`re infinite´simal donne´ par la
suite ainsi obtenue. Dans notre exemple F 1 est la repre´sentation de dimension finie holomorphe
de gl(7) de caracte`re infinite´simal (4, 3, 2, 1, 0,−1,−2).
On de´finit par le meˆme proce´de´, a` partir de ce qui reste de λ, une repre´sentation F 2 de A2,
et ainsi de suite jusqu’a` F k, repre´sentation de Ak. Dans notre exemple, apre`s extraction du
caracte`re infinite´simal de F 1, il nous reste (2, 2, 1, 1, 1, 0, 0) et le caracte`re infinite´simal de la
repre´sentation holomorphe de dimension finie F 2 de gl(5) est donc (2, 1, 0,−1,−2). Il nous reste
ensuite (1, 0) et le caracte`re infinite´simal de la repre´sentation holomorphe de dimension finie F 3
de gl(2) est donc (1, 0).
Il ne reste apre`s ceci de λ qu’une suite d’entiers de´croissante λ0 avec x0 e´le´ments, que que
l’on voit comme un e´le´ment du dual de la sous-alge`bre de Cartan de sp2x0 (il ne reste plus rien
dans notre exemple, puisque x0 = 0).
Lorsque un entier a apparaˆıt avec multiplicite´ 2 dans le symbole, on ve´rifie, en utilisant le
fait que tous les blocs de dU sont pairs, que c’est sous la forme suivante :(
x0 . . . x2j = a . . . x2k
. . . x2j−1 = a . . . x2k−1
)
Lorsque l’on enle`ve ces paires (x2j−1, x2j) avec x2j−1 = x2j du symbole, il nous reste donc
m paires (x2j−1, x2j) avec x2j−1 > x2j . Pour une telle paire, on de´finit la repre´sentation de
dimension finie holomorphe F˜ j de Aj de la manie`re suivante. On reprend F j et son caracte`re
infinite´simal, et dans celui-ci, on change le signe de la plus petite coordonne´e strictement positive
dont l’oppose´ n’apparaˆıt pas, et on re´ordonne dans l’ordre de´croissant. Ceci nous donne le
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caracte`re infinite´simal de F˜ j . Dans notre exemple, on a m = 2, F˜ 1 a pour caracte`re infinite´simal
(4, 2, 1, 0,−1,−2,−3) et F˜ 3 a pour caracte`re infinite´simal (0,−1).
On note alors, pour tout 1 ≤ j ≤ k, tel que x2j−1 = x2j ,
(7.9) F j1 = F
j ⊗ F j ,
et pour tout 1 ≤ j ≤ k tel que x2j−1 < x2j,
(7.10) F j1 = F
j ⊗ F j , F j−1 = F
j ⊗ F˜ j.
Posons :
(7.11) ǫˆ = (ǫˆ1, . . . , ǫˆk) ou` ǫˆj = ±1, et ǫˆj = 1 si x2j−1 = x2j ,
de sorte que
(7.12) F
ǫˆ
= ⊗jF
j
ǫˆj
est une repre´sentation de dimension finie de
∏k
j=1A
j, que l’on rele`ve, avec la meˆme notation,
en une repre´sentation de dimension finie du produit des groupes ge´ne´raux line´aires d’alge`bre de
Lie Aj.
Soit P =MN un sous-groupe parabolique de G dont le facteur de Levi a pour alge`bre de Lie
m. C’est un produit des groupes ge´ne´raux line´aires d’alge`bre de Lie Aj, j = 1, . . . , k, et d’un
facteur G(x0) = Sp2x0(C). Conside´rons la repre´sentation sphe´rique X¯(λ
0, λ0) de ce groupe (1),
et de´finissons
(7.13)
X¯
ǫˆ
: sous-quotient irre´ductible contenant le K-type minimal de IndGP
(
X¯(λ0, λ0)⊗F
ǫˆ
)
.
Le paquet associe´ a` U par Barbasch et Vogan est alors
(7.14) ΠBV (U , G) = {X¯ǫˆ}.
Remarque 7.9. — Le cardinal de ce paquet est le nombre de choix possibles pour les signes
ǫˆj, c’est-a`-dire 2
m avec les notations qui pre´ce`dent. En fait, chaque ǫˆ = (ǫˆ1, . . . , ǫˆk) de´finit de
manie`re e´vidente un caracte`re de A¯(U), et les e´le´ments du paquet sont donc parame´tre´s par ces
caracte`res.
Revenons a` notre exemple. On obtient donc dans ce cas un paquet a` 4 e´le´ments, les sous-
quotients contenant les K-types minimaux des induites de GL7(C) ×GL5(C) ×GL2(C) des
caracte`res F1,1,1, F1,1,−1, F−1,1,1, F−1,1,−1. Renommons-les, en les indexant par les caracte`res
du groupes A¯(U) = (Z/2Z)2 :
X¯1,1 = X¯((4, 3, 2, 1, 0,−1,−2, 2, 1, 0,−1,−2, 1, 0), (4, 3, 2, 1, 0,−1,−2, 2, 1, 0,−1,−2, 1, 0))
X¯1,−1 = X¯((4, 3, 2, 1, 0,−1,−2, 2, 1, 0,−1,−2, 1, 0), (4, 3, 2, 1, 0,−1,−2, 2, 1, 0,−1,−2, 0,−1))
X¯−1,1 = X¯((4, 3, 2, 1, 0,−1,−2, 2, 1, 0,−1,−2, 1, 0), (4, 2, 1, 0,−1,−2,−3, 2, 1, 0,−1,−2, 1, 0))
X¯−1,−1 = X¯((4, 3, 2, 1, 0,−1,−2, 2, 1, 0,−1,−2, 1, 0), (4, 2, 1, 0,−1,−2,−3, 2, 1, 0,−1,−2, 0,−1))
Exemple 7.10. — Traitons l’exemple des ≪ cas triangulaires ≫ (cf. [BV85], §9). Il s’agit des
cas ou` la partition dU est de la forme
dU = [2m+ 1, 2m− 1, 2m − 1, . . . , 3, 3, 1, 1].
1. C’est la repre´sentation triviale de Sp2x0(C).
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L’orbite duale O est aussi triangulaire, avec dO = [2m, 2m, . . . , 4, 4, 2, 2], et le symbole (le meˆme
pour U et O, ce qui est tre`s particulier) est(
0 2 . . . . . . 2m
1 3 . . . 2m− 1
)
.
On a alors m =
∏m
j=1 gl(2j), A¯(U) ≃ (Z/2Z)
m et
F
j
1 = χ 1
2
, 1
2
◦ det2j, F
j
−1 = χ 1
2
,− 1
2
◦ det2j .
Les induites (7.13) sont dans ce cas irre´ductibles ([BV85], Prop. 9.11) (rappelons que pour
α, β ∈ C avec α− β ∈ Z, on a note´ χα,β le caracte`re z 7→ z
αz¯β de C×).
Exemple 7.11. — dU = [7, 3, 3], λ = (3, 2, 1, 1, 1, 0), le symbole est
(
1 4
2
)
, A¯(LA) ≃
Z/2Z, m = sp2(C) × gl5(C), F
1 a pour caracte`re infinite´simal (3, 2, 1, 0,−1) et F˜ 1 a pour
caracte`re infinite´simal (3, 1, 0,−1,−2), λ0 = (1), X¯(λ0, λ0) = TrivSp2(C). On a deux e´le´ments
dans le paquet, qui sont respectivement les sous-quotients irre´ductibles contenant les K-types
minimaux de
IndGP
(
TrivSp2(C) ⊗F
1
±1
)
.
Ou` encore, en les indexant par les caracte`res du groupes A¯(U) = Z/2Z :
X¯1 = X¯((3, 2, 1, 0,−1, 1), (3, 2, 1, 0,−1, 1))
X¯−1 = X¯((3, 2, 1, 0,−1, 1), (3, 1, 0,−1,−2, 1)).
Cas Bn, bonne parite´. Nous supposons que U est de bonne parite´, i.e. les blocs sont tous
pairs. Nous illustrons ce cas par l’exemple dU = [8, 4, 4, 4, 2], de rang 11. Le symbole est encore
de la forme (7.6) et dans notre exemple, il est donne´ par
(
1 3 6
2 3
)
On de´finit une sous-alge`bre m de g = so2n+1 de la manie`re suivante
(7.15) m ≃ m0 ×A1 × . . . ×Ak
ou` m0 ≃ so2(x2k−k)+1, A
j ≃ gl(x2k−2j+1 + x2k−2j − 2(k − j)), 1 ≤ j ≤ k. Dans notre exemple,
m0 ≃ so9(C)× gl4(C)× gl3(C).
Comme dans le cas Cn, on e´crit le caracte`re infinite´simal attache´ a` U en coordonne´es :
λ = (λ1, λ1, . . . , λ1, λ2, . . . , λ2, . . . , λs, . . . , λs)
avec λi > λi+1, λs ≥ 0. Les λi sont des demi-entiers dans ce cas.
Dans notre exemple, on obtient
λ =
(
7
2
,
5
2
,
3
2
,
3
2
,
3
2
,
3
2
,
1
2
,
1
2
,
1
2
,
1
2
,
1
2
)
.
On extrait alors de λ la suite strictement de´croissante maximale, λ0 = (λ1, λ2, . . . , λs). Dans
notre exemple, λ0 =
(
7
2 ,
5
2 ,
3
2 ,
1
2
)
. On de´finit les F j, repre´sentations de dimension finie holo-
morphe de Aj a` partir de ce qui reste de λ comme dans le cas A. Dans notre exemple F 1 est la
repre´sentation de dimension finie holomorphe de gl(4) de caracte`re infinite´simal
(
3
2 ,
1
2 ,−
1
2 ,−
3
2
)
(c’est la repre´sentation triviale), et F 2 est le caracte`re holomorphe de gl(3) de caracte`re infi-
nite´simal
(
3
2 ,
1
2 ,−
1
2
)
.
Lorsque un entier a apparaˆıt avec multiplicite´ 2 dans le symbole, on ve´rifie, en utilisant le
fait que tous les blocs de dU sont impairs, que c’est sous la forme suivante :(
x0 . . . x2j = a . . . x2k
. . . x2j+1 = a . . . x2k−1
)
.
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Lorsque l’on enle`ve ces paires (x2j , x2j+1) avec x2j = x2j+1 du symbole, il nous reste donc
m paires (x2j , x2j+1) avec x2j+1 > x2j . Pour une telle paire, on de´finit la repre´sentation de
dimension finie holomorphe F˜ j de Aj de la meˆme manie`re que dans le cas Cn. Dans notre
exemple, on a m = 1, F˜ 2 a pour caracte`re infinite´simal
(
1
2 ,−
1
2 ,−
3
2
)
.
On de´finit alors, pour tout 1 ≤ j ≤ k tel que x2j = x2j+1, les repre´sentations de dimension
finie F j1 = F
j ⊗ F j , pour tout 1 ≤ j ≤ k tel que x2j < x2j+1, F
j
1 = F
j ⊗ F j , F j−1 = F
j ⊗ F˜ j,
et F
ǫˆ
= ⊗jF
j
ǫˆj
comme en (7.9) (7.10) et (7.12).
Soit P =MN un sous-groupe parabolique de G dont le facteur de Levi a pour alge`bre de Lie
m. C’est un produit des groupes ge´ne´raux line´aires d’alge`bre de Lie Aj, j = 1, . . . , k, et d’un
facteur G(x2k− k) = SO2(x2k−k)+1(C). Conside´rons la repre´sentation sphe´rique X¯(λ
0, λ0) de ce
groupe (2), et de´finissons X¯
ǫˆ
comme en (7.13) Le paquet associe´ a` ψG par Barbasch et Vogan
est alors
(7.16) ΠBV (U , G) = {X¯ǫˆ}.
et la remarque 7.9 est encore valide.
Revenons a` notre exemple, ou` l’on a
X¯(λ0, λ0) = TrivSO9(C), F
1
1 = TrivGL4 , F
2
1 = χ 1
2
, 1
2
◦ det2, F
2
−1 = χ 1
2
,− 1
2
◦ det2 .
On obtient donc dans ce cas un paquet a` 2 e´le´ments :
X¯1 = X¯((
7
2
,
5
2
,
3
2
,
1
2
,
3
2
,
1
2
,−
1
2
,−
3
2
,
3
2
,
1
2
,−
1
2
), (
7
2
,
5
2
,
3
2
,
1
2
,
3
2
,
1
2
,−
1
2
,−
3
2
,
3
2
,
1
2
,−
1
2
)),
X¯−1 = X¯((
7
2
,
5
2
,
3
2
,
1
2
,
3
2
,
1
2
,−
1
2
,−
3
2
,
3
2
,
1
2
,−
1
2
), (
7
2
,
5
2
,
3
2
,
1
2
,
3
2
,
1
2
,−
1
2
,−
3
2
,
1
2
,−
1
2
,−
3
2
)).
Exemple 7.12. — Le cas triangulaire est ici celui ou` la partition dU est de la forme
dU = [2m, 2m, 2m − 2, 2m − 2 . . . , 4, 4, 2, 2].
Le symbole est (
0 2 . . . . . . 2m
1 3 . . . 2m− 1
)
.
On a alors m = so2m+1(C)×
∏m
j=1 gl(2j − 1), A¯(U) ≃ (Z/2Z)
m X¯(λ0, λ0) = TrivSO2m+1(C), et
F
j
1 = χ 1
2
, 1
2
◦ det2j−1, F
j
−1 = χ 1
2
,− 1
2
◦ det2j−1 .
Les induites (7.13) sont dans ce cas irre´ductibles ([BV85], Prop. 9.11).
Exemple 7.13. — dU = [6, 4, 2], dO = [3, 3, 3, 1, 1, 1], λ =
(
5
2 ,
3
2 ,
3
2 ,
1
2 ,
1
2 ,
1
2 ,
)
, le symbole est(
1 4
2
)
, A¯(U) ≃ Z/2Z, m = so7(C)×gl3(C), λ
0 =
(
5
2 ,
3
2 ,
1
2
)
, F 1 a pour caracte`re infinite´simal(
3
2 ,
1
2 ,−
1
2
)
et F˜ 1 a pour caracte`re infinite´simal
(
1
2 ,−
1
2 ,−
3
2
)
, X¯(λ0, λ0) = TrivSO7(C) et on a deux
e´le´ments dans le paquet, qui sont respectivement les sous-quotient irre´ductibles contenant les
K-types minimaux de
IndGP
(
TrivSO7(C) ⊗F
1
±1
)
,
ou` encore,
X¯1 = X¯
((
5
2
,
3
2
,
1
2
,
3
2
,
1
2
,−
1
2
)
,
(
5
2
,
3
2
,
1
2
,
3
2
,
1
2
,−
1
2
))
,
X¯−1 = X¯
((
5
2
,
3
2
,
1
2
,
3
2
,
1
2
,−
1
2
)
,
(
5
2
,
3
2
,
1
2
,
1
2
,−
1
2
,−
3
2
))
.
2. C’est la repre´sentation triviale.
26
Cas Bn, mauvaise parite´. Nous supposons que U est de mauvaise parite´, i.e. les blocs sont
tous impairs, et ont une multiplicite´ paire : dU = [2d1 + 1, 2d1 + 1, . . . , 2dt + 1, 2dt + 1]. Le
symbole est encore de la forme(
0 dt + 1 . . . d1 + t
dt + 1 . . . d1 + t
)
On de´finit une sous-alge`bre m de g = so2n+1 de la manie`re suivante
(7.17) m ≃ A1 × . . .×Ak
ou` Aj = gl(2dj+1), 1 ≤ j ≤ k comme en (7.8). Soit P =MN un sous-groupe parabolique de G
dont le facteur de Levi a pour alge`bre de Lie m, c’est-a`-direM ≃GL2d1+1(C)×· · ·×GL2dt+1(C).
Le paquet ΠBV (U , G) est un singleton, l’induite de P a` G de la repre´sentation triviale (qui est
irre´ductible).
Cas Dn, bonne parite´. Nous supposons que U est de bonne parite´, i.e. les blocs sont tous
impairs. Nous illustrons ce cas par l’exemple dU = [11, 7, 7, 7, 3, 3], de rang 19. En ge´ne´ral, le
symbole est de la forme
(7.18)
(
x0 x2 . . . x2k
x1 x3 . . . x2k+1
)
Dans notre exemple, on obtient
(7.19)
(
1 4 5
2 5 8
)
On de´finit une sous-alge`bre m de g = so2n+1 de la manie`re suivante
(7.20) m ≃ m0 ×A1 × . . . ×Ak
ou` m0 ≃ so2(x2k+1+x0−k), A
j ≃ gl(x2k−2j+2 + x2k−2j+1 − 2(k − j)− 1), 1 ≤ j ≤ k.
On e´crit le caracte`re infinite´simal attache´ a` U en coordonne´es :
λ = (λ1, λ1, . . . , λ1, λ2, . . . , λ2, . . . , λs, . . . , λs)
avec λi > λi+1, λs ≥ 0. Les λi sont des entiers dans ce cas.
Dans notre exemple, on obtient
λ = (5, 4, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0) .
On extrait alors de λ la suite strictement de´croissante maximale, λ˜0 = (λ1, λ2, . . . , λs). Dans
notre exemple, λ˜0 = (5, 4, 3, 2, 1, 0). On de´finit les F j, repre´sentations de dimension finie ho-
lomorphe de Aj a` partir de ce qui reste de λ comme dans le cas A. Dans notre exemple
F 1 est la repre´sentation de dimension finie holomorphe de gl(7) de caracte`re infinite´simal
(3, 2, 1, 0,−1,−2,−3) (la triviale) et F 2 est le caracte`re holomorphe de gl(5) de caracte`re infi-
nite´simal (3, 2, 1, 0,−1).
Lorsque un entier a apparaˆıt avec multiplicite´ 2 dans le symbole, on ve´rifie, en utilisant le
fait que tous les blocs de dU sont impairs, que c’est sous la forme suivante :(
x0 . . . x2j = a . . . x2k
x1 . . . x2j−1 = a . . . x2k+1
)
Lorsque l’on enle`ve ces paires (x2j−1, x2j) avec x2j−1 = x2j du symbole, il nous reste donc m
paires (x2j−1, x2j) avec x2j−1 < x2j . Pour une telle paire, on de´finit repre´sentation de dimension
finie holomorphe F˜ j de Aj de la meˆme manie`re que dans le cas Cn. Dans notre exemple, on a
m = 1, F˜ 2 a pour caracte`re infinite´simal (3, 1, 0,−1,−2).
On de´finit alors, pour tout 1 ≤ j ≤ k tel que x2j−1 = x2j , les repre´sentations de dimension
finie F j1 = F
j ⊗ F j , pour tout 1 ≤ j ≤ k tel que x2j−1 < x2j , F
j
1 = F
j ⊗ F j , F j−1 = F
j ⊗ F˜ j,
et F
ǫˆ
= ⊗jF
j
ǫˆj
comme en (7.9) (7.10) et (7.12).
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On comple`te λ˜0 pour former λ0 en ajoutant les oppose´s de ce qui reste des termes de λ (dans
notre exemple, il ne reste que (1), donc λ0 = (5, 4, 3, 2, 1, 0,−1).
Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G dont le facteur de Levi a pour alge`bre de
Lie m. C’est un produit des groupes ge´ne´raux line´aires d’alge`bre de Lie Aj, j = 1, . . . , k, et
d’un facteur G(x2k+1 + x0 − k) = SO2(x2k+1+x0−k)(C). Conside´rons la repre´sentation sphe´rique
X¯(λ0, λ0) de ce groupe, et de´finissons X¯
ǫˆ
comme en (7.13) Le paquet associe´ a` U par Barbasch
et Vogan est alors
(7.21) ΠBV (U , G) = {X¯ǫˆ}.
et la remarque 7.9 est encore valide.
Revenons a` notre exemple, ou` le paquet compte donc 2 e´le´ments :
X¯1 = X¯(λ, λ), X¯−1 = X¯(λ, µ),
avec λ = (5, 4, 3, 2, 1, 0,−1, 3, 2, 1, 0,−1,−2,−3, 3, 2, 1, 0,−1)
et µ = (5, 4, 3, 2, 1, 0,−1, 3, 2, 1, 0,−1,−2,−3, 3, 1, 0,−1,−2).
Exemple 7.14. — dU = [9, 5, 5, 3], λ = (4, 3, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 0, 0), le symbole est
(
1 3
3 6
)
,
A¯(U) est trivial, m = so12(C) × gl5(C), λ˜
0 = (4, 3, 2, 1, 0), F 1 a pour caracte`re infinite´simal
(2, 1, 0,−1,−2) (c’est la repre´sentation triviale de GL5(C)), λ
0 = (4, 3, 2, 1, 0,−1), on a un
seul e´le´ment dans le paquet, le sous-quotient irre´ductible contenant le K-type minimal de
IndGP
(
X¯(λ0, λ0)⊗TrivGL5(C)
)
, c’est-a`-dire :
X¯ = X¯((4, 3, 2, 1, 0, 2, 1, 0,−1,−2), (4, 3, 2, 1, 0, 2, 1, 0,−1,−2)).
Exemple 7.15. — dU = [11, 9, 5, 5, 3, 1], λ = (5, 4, 4, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0), le sym-
bole est
(
0 3 6
2 4 8
)
, A¯(U) ≃ (Z/2Z)2, m = so12(C)×gl5(C), λ˜
0 = (5, 4, 3, 2, 1, 0), F 1 a pour
caracte`re infinite´simal (4, 3, 2, 1, 0,−1,−2), F˜ 1 a pour caracte`re infinite´simal (4, 2, 1, 0,−1,−2,−3),
F 2 a pour caracte`re infinite´simal (2, 1, 0,−1, ), F˜ 2 a pour caracte`re infinite´simal (1, 0,−1,−2),
λ0 = (5, 4, 3, 2, 1, 0) = λ˜0. Il y a a quatre e´le´ments dans le paquet.
X¯1,1 = X¯((5, 4, 3, 2, 1, 0, 4, 3, 2, 1, 0,−1,−2, 2, 1, 0,−1), (5, 4, 3, 2, 1, 0, 4, 3, 2, 1, 0,−1,−2, 2, 1, 0,−1))
X¯1,−1 = X¯((5, 4, 3, 2, 1, 0, 4, 3, 2, 1, 0,−1,−2, 2, 1, 0), (5, 4, 3, 2, 1, 0, 4, 3, 2, 1, 0,−1,−2, 1, 0,−1,−2))
X¯
−1,1 = X¯((5, 4, 3, 2, 1, 0, 4, 3, 2, 1, 0,−1,−2, 2, 1, 0,−1), (5, 4, 3, 2, 1, 0, 4, 2, 1, 0,−1,−2,−3, 2, 1, 0,−1))
X¯
−1,1 = X¯((5, 4, 3, 2, 1, 0, 4, 3, 2, 1, 0,−1,−2, 2, 1, 0,−1), (5, 4, 3, 2, 1, 0, 4, 2, 1, 0,−1,−2,−3, 1, 0,−1,−2)).
Cas Dn, mauvaise parite´. Nous supposons que U est de mauvaise parite´, i.e. les blocs sont
tous pairs, et ont une multiplicite´ paire. dU = [2d1, 2d1, . . . , 2dt, 2dt]. Le symbole est de la forme(
dt . . . d1 + t− 1
dt . . . d1 + t− 1
)
On de´finit une sous-alge`bre m de g = so2n de la manie`re suivante
(7.22) m ≃ A1 × . . .×At
ou` Aj = gl(2dj), 1 ≤ j ≤ t. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G dont le facteur de
Levi a pour alge`bre de Lie m, c’est-a`-direM ≃ GL2d1(C)×· · ·×GL2dt(C). Le paquet ΠBV (U , G)
est un singleton, l’induite de P a` G de la repre´sentation triviale (qui est irre´ductible).
Cas Mpn. Nous supposons que U est de bonne parite´, i.e. les blocs sont tous pairs. Nous
illustrons ce cas par l’exemple dU = [12, 8, 4, 4, 4, 2], de rang 17. La re`gle de calcul pour le
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symbole change : posons dU = [d1, . . . dt]. Quitte a` ajouter un bloc (0) on suppose que t est
impair. On forme la suite strictement croissante
(dt + 1, dt−1 + 2, . . . , d1 + t)
Notons (2x0 + 1, . . . , 2x2k + 1) les termes impairs de cette suite et (2x1, . . . , 2x2k−1) les termes
pairs. Le symbole est alors
(7.23)
(
x0 x2 . . . x2k
x1 x3 . . . x2k−1
)
et dans notre exemple, il est donne´ par
(
0 3 4 9
2 4 7
)
A partir de ce symbole, on retrouve A¯Mp(U) par une recette tre`s similaire a` celle du cas
Cn : chaque couple (x2j−1, x2j) avec x2j−1 < x2j contribue d’un facteur Z/2Z, mais en plus, si
x0 = d1/2 6= 0, on a un facteur Z/2Z supple´mentaire. Dans notre exemple, c’est donc (Z/2Z)
2.
La re`gle qui donne le caracte`re infinite´simal est la meˆme que dans les autres cas, dans l’exemple
on obtient (
11
2
,
9
2
,
7
2
,
7
2
,
5
2
,
5
2
,
3
2
,
3
2
,
3
2
,
3
2
,
3
2
,
3
2
, ,
1
2
,
1
2
,
1
2
,
1
2
,
1
2
)
.
Le reste se calcule a` partir de ce caracte`re infinite´simal en suivant aussi la recette du cas
Cn, mais si x0 = d1/2 n’est pas nul, il faut remplacer le facteur Sp2x0(C) par un facteur
Mp2x0(C) , et la repre´sentation triviale de celui-la` par les deux repre´sentations me´taplectiques.
Dans notre exemple, on commence par extraire
(
11
2 ,
9
2 ,
7
2 ,
5
2 ,
3
2 ,
1
2 ,
)
puis on remonte en pre-
nant les oppose´s, ce qui donne une repre´sentation holomorphe F 1 de caracte`re infinite´simal(
11
2 ,
9
2 ,
7
2 ,
5
2 ,
3
2 ,
1
2 ,−
1
2 ,−
3
2 ,−
5
2 ,−
7
2
)
d’un facteur GL10(C), une repre´sentation F˜
1 de caracte`re in-
finite´simal
(
11
2 ,
7
2 ,
5
2 ,
3
2 ,
1
2 ,−
1
2 ,−
3
2 ,−
5
2 ,−
7
2 ,−
9
2
)
et les deux repre´sentations F 11 = F
1 ⊗ F 1 et
F 1−1 = F
1 ⊗ F˜ 1. Ensuite, on extrait
(
3
2 ,
1
2
)
puis on remonte en prenant les oppose´s, ce qui
donne une repre´sentation holomorphe F 2 de caracte`re infinite´simal
(
3
2 ,
1
2 ,−
1
2 ,−
3
2 ,
)
d’un fac-
teur GL4(C), et la repre´sentation F
2 = F 2 ⊗ F 2 = TrivGL4(C). Enfin, on extrait
(
3
2 ,
1
2
)
puis
on remonte en prenant les oppose´s, ce qui donne une repre´sentation holomorphe F 3 de ca-
racte`re infinite´simal
(
3
2 ,
1
2 ,−
1
2
)
de GL3(C), une repre´sentation holomorphe F˜
3 de caracte`re
infinite´simal
(
1
2 ,−
1
2 −
3
2 ,
)
et les deux repre´sentations F 31 = F
3 ⊗ F 3 et F 3−1 = F
3 ⊗ F˜ 3. On
obtient 4 repre´sentations dans notre paquet, les sous-quotients de Langlands des induites d’un
sous-groupe parabolique P de facteur de Levi M ≃ GL10(C)×GL4(C)×GL3(C)
IndGP (F
1
± ⊗F
2 ⊗F 3±).
Une autre manie`re de comprendre cette recette est de voir que l’on retrouve bien la construc-
tion des paquets par la correspondence de Howe (cf. [Mœg]). En effet, partons d’une or-
bite U de partition dU et conside´rons l’orbite U
− obtenue en enlevant le plus grand bloc d1
(pair). Calculons le paquet de SO2n−d1+1(C) correspondant a` cette orbite U
−. Dans notre
cas, dU− = [8, 4, 4, 4, 2], et c’est l’exemple du cas Bn. On avait un paquet a` 2 e´le´ments, car
A¯(U−) = Z/2Z. Si d1 > d2 chacune des repre´sentations du paquet de SO2n−d1(C) s’e´tend de
deux manie`res diffe´rente en une repre´sentation de O2n−d1+1(C), et ces deux repre´sentations ont
une image par la correspondance de Howe entre O2n−d1+1(C) et Mp2n(C). On voit en com-
parant les symboles que l’on a bien ajoute´ un facteur Z/2Z en passant de U− a` U . C’est le
cas dans notre exemple. En revanche, si d1 = d2, une seule des deux repre´sentations e´tendues
a` O2n−d1+1(C) posse`de une image par la correspondance de Howe, et il n’y a pas de fac-
teur Z/2Z supple´mentaire. Par exemple, pour l’orbite [8, 8, 4, 4, 4, 2], on obtient le symbole(
0 3 4 7
2 4 7
)
et A¯Mp(U) ≃ Z/2Z.
Dans les exemples donne´s ci-dessus, nous sommes partis d’une partition ayant un nombre
pair de termes, il a donc fallu ajouter un bloc 0 pour calculer le symbole, d’ou` un x0 = 0.
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Voyons ce qui se passe lorsque la partition de de´part a` un nombre impair de termes. Disons
dU = [12, 8, 4, 4, 2]. Le symbole est alors
(
1 3 9
3 6
)
, et A¯Mp(U) = (Z/2Z)2. Le 1 dans
ce symbole contribue a` un facteur Z/2Z, et dans la construction des repre´sentations du pa-
quets comme sous-quotient de Langlands d’induites paraboliques, il donne un facteur Mp2(C)
au sous-groupe de Levi du parabolique. Sur ce facteur, nous mettons les deux repre´sentations
me´taplectiques X¯((1/2), (1/2)) et X¯((1/2), (−1/2)). Si on applique la recette avec la correspon-
dence de Howe, on part de l’orbite dU = [8, 4, 4, 2] qui a pour symbole
(
0 3 6
1 3
)
, et
A¯(U−) = Z/2Z comme il se doit.
8. Lemmes de re´duction
Dans cette section, on e´tudie l’effet de l’induction parabolique. Plus pre´cise´ment, on fixe un
parabolique maximal de G dont le Levi est isomorphe a` un groupe GLa(C) × G
− ou` G− est
de meˆme type que G. On conside`re les induites du caracte`re trivial de GLa(C)×G
− avec une
repre´sentation spe´ciale unipotente de G−. Ces induites ont de´ja` e´te´ conside´re´es dans [BV85] et
on traduit les re´sultats de loc. cit. en termes combinatoires.
Commenc¸ons par introduire quelques notations commodes. On note {0}g l’orbite adjointe
nilpotente {0} dans l’alge`bre de Lie g. Si g = gln(C), on la note plus simplement {0}n.
Soient G un groupe classique complexe, et P = MN un sous-groupe parabolique de G de
facteur de Levi M isomorphe a` (×iGLni(C)) × G
−, ou` G− est un groupe classique de meˆme
type que G. Soit O− une orbite nilpotente dans g−. On note (⋆i{0}ni)⋆O
− l’orbite induite (voir
[LS79] ou [BV85], (4.13)) de m a` g de (×i{0}ni)×O
−.
Nous allons utiliser le re´sultat suivant, qui est une version plus pre´cise de la proposition 12.5
de [BV85] et de la proposition 6.6 de [Bar89].
Proposition 8.1. — Soient G un groupe classique complexe de rang n, U une orbite nilpotente
de bonne parite´ de Lg, P = MN un sous-groupe parabolique maximal de G de facteur de Levi
M isomorphe a` GLn1(C) × G
−, ou` G− est un groupe classique de meˆme type que G de rang
n−n1, U
− une orbite nilpotente spe´ciale paire de Lg−. Supposons que, {0}n1×U
− soit contenue
dans l’intersection de U et de m. Alors si l’on note O et O− les orbites duales respectivement de
U et U−, on a O = {0}n1 ⋆O
−. Supposons de plus qu’il existe une repre´sentation de dimension
finie F de gln1(C) tel que pour tout e´le´ment X¯
− ∈ ΠBV (U
−, G−),
IndGP (F ⊗ X¯
−)
ait pour caracte`re infinite´simal celui des e´le´ments de ΠBV (U , G). Alors tout les sous-quotients
irre´ductibles de IndGP (F ⊗ X¯
−) sont dans ΠBV (U , G).
Dans le cas ou` F est la repre´sentation triviale Trivn1 , qui est le cas qui nous inte´resse, la
repre´sentation induite est semi-simple et nous pouvons de´crire ses composantes irre´ductibles
comme suit. Rappelons que les e´le´ments de ΠBV (U−, G−) sont parame´tre´s par les e´le´ments de
̂¯A(U−), et de meˆme pour ΠBV (U , G) et ̂¯A(U). On a une inclusion naturelle de A(U
−) dans
A(U). Un caracte`re de A¯(U) peut eˆtre vu comme un caracte`re de A(U) trivial sur le noyau de
la projection A(U) → A¯(U), et de meˆme pour A¯(U−) et A(U−). Quels que soient η− ∈ ̂¯A(U−)
et η ∈ ̂¯A(U), notons m(η−, η|A(U−)) la multiplicite´ de η
− dans la restriction de η a` A(U−) (ce
sont des caracte`res, donc cette multiplicite´ vaut 0 ou 1, et ceci exactement lorsque la restriction
de η a` A(U−) est e´gale a` η−). Pour tout η ∈ ̂¯A(U) (resp. η− ∈ ̂¯A(U−)), soit X¯η (resp. X¯
−
η−
)
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l’e´le´ment de ΠBV (U
−, G−) (resp. ΠBV (U , G)) correspondant. On a alors
(8.1) Trivn1 ⋆ X¯
−
η−
= IndGP (Trivn1 ⊗ X¯
−
η−
) =
⊕
η∈ ̂¯A(U−)
m(η−, η|A(U)) X¯η.
De´monstration. Par hypothe`se, pour tout X¯− ∈ ΠBV (U
−, G−), X := IndGP (F ⊗ X¯
−), ainsi
que tous ses sous-quotients irre´ductibles ont bien le caracte`re infinite´simal requis. Soit Y¯ un
de ses sous-quotients irre´ductibles. Son front d’onde WF(Y¯ ) est contenu dans celui de X, qui
est O = {0}n1 ⋆O
− d’apre`s [BV85], (1.9). Or la dimension du front d’onde de Y¯ est au moins
celle de O d’apre`s [BV85], Cor. 5.19, et comme ce front d’onde est l’adhe´rence d’une orbite
nilpotente, cette orbite ne peut eˆtre que O. On sait que {0}n1 ⋆O
− est l’orbite duale de U (cf.
par exemple [Spa82] 11.7 page 217, ou mieux un calcul a` la main) et par hypothe`se U est une
orbite paire. Ceci montre que Y¯ satisfait aux conditions de [BV85] pour eˆtre dans ΠBV (U , G).
La formule (8.1) se de´montre alors a` partir des formules de caracte`res pour les repre´sentations
spe´ciales unipotentes e´tablies dans [BV85] comme dans la proposition 12.5 de cet article.
8.1. Effet de l’ajout de deux blocs de meˆme taille de bonne parite´, cas Cn. — On
suppose que G est un groupe symplectique de rang n. Soient U une orbite nilpotente de bonne
parite´ de Lg = so2n+1 et O l’orbite duale dans g. Soient dU et dO les partitions de 2n+ 1 et 2n
respectivement associe´es a` ces orbites.
Les blocs de dU sont donc impairs, et il y en a un nombre impair on peut donc e´crire
dU = [2(x2p−p)+1,2(x2p−1−p)+1,...,2(x2p−2j+2−p+j)−1,2(x2p−2j+1−p+j)−1,...,2x2−1,2x1−1,2x0+1]
de sorte que le symbole est
(8.2)
(
x0 . . . x2j . . . x2p
. . . x2j−1 . . . x2p−1
)
Ajoutons 2 blocs de taille 2M + 1 a` dU , pour former une nouvelle partition dU+ , corres-
pondant a` une orbite nilpotente U+ dans Lg+ = so2(n+2M+1)+1. Soient O
+ sa duale dans
g+ = sp2(n+2M+1). On a O
+ = {0}2M+1 ⋆O. On obtient dO+ en ajoutant 2 aux 2M+1 premiers
blocs de dO et en prenant le ≪ C-collapse ≫ de la partition obtenue. Ceci est mentionne´ dans
[Bar89], en haut de la page 174, et l’on s’en convainc en faisant l’exercice combinatoire.
Si M < x0, le symbole devient :
(8.3)
(
M x0 + 1 . . . . . . x2p + 1
M + 1 . . . . . . x2p−1 + 1
)
S’il existe j tel que x2j−1 < M + j < x2j , le symbole devient :
(8.4)
(
x0 . . . M + j x2j + 1 . . . x2p + 1
. . . x2j−1 M + j + 1 . . . x2p−1 + 1
)
Si x2j ≤M + j ≤ x2j+1 − 1 (on pose ici x2p+1 = +∞ par convention) le symbole devient
(8.5)
(
x0 . . . x2j M + j + 1 x2j+2 + 1 . . .
. . . x2j−1 M + j + 1 x2j+1 + 1 . . .
)
Proposition 8.2. — Le paquet ΠBV (U
+, G+) est l’ensemble des facteurs de composition des
Triv2M+1 ⋆ X¯, ou` X¯ de´crit ΠBV (U , G). Les repre´sentations induites Triv2M+1 ⋆ X¯ sont soit
irre´ductibles et l’on pose alors X¯+0 = Triv2M+1 ⋆ X¯, soit de longueur 2 et l’on pose X¯ ⋆
Triv2M+1 = X¯
+
1 ⊕ X¯
+
−1.
31
De´monstration. Il est clair que pour tout X¯ ∈ ΠBV (U , G), Triv2M+1 ⋆ X¯, ainsi que tous ses
sous-quotients irre´ductibles ont bien le caracte`re infinite´simal requis. On peut donc appliquer
la proposition 8.1. La formule (8.1) montre que Triv2M+1 ⋆ X¯ est de longueur
(8.6) |A¯(U+)| / |A¯(U)| = |ΠBV (U
+, G+)| / |ΠBV (U , G)| = 1 ou 2.
D’autre part, si X¯ = X¯(λ, µ), alors X¯ ⋆ Triv2M+1 contient le sous-quotient de Langlands
X¯(λ+, µ+), ou` λ+ et µ+ sont obtenus respectivement a` partir de λ et µ en ajoutant les co-
ordonne´es (M,M − 1, . . . ,−M). Comme X¯ ⋆ Triv2M+1 est un sous-quotient de X(λ
+, µ+) et
que X¯(λ+, µ+) a multiplicite´ 1 dans X(λ+, µ+), on voit que X¯(λ+, µ+) apparaˆıt avec multipli-
cite´ 1 dans X¯ ⋆ Triv2M+1. Cette repre´sentation e´tant de longueur au plus deux, elle est sans
multiplicite´.
Dans le cas (8.5), (8.6) vaut 1 et l’on en de´duit que pour tout X¯ ∈ ΠBV (U , G), Triv2M+1 ⋆X¯
est irre´ductible. On note X¯+0 cette repre´sentation.
Dans les cas (8.3) et (8.4), (8.6) vaut 2. En effet, dans le cas (8.3) A¯(U+) = Z/2Z × A¯(U+),
le facteur Z/2Z supple´mentaire venant de la paire (M + 1, x0 + 1) dans le symbole, et dans
le cas (8.4), la contribution d’un facteur Z/2Z duˆ a` la paire (x2j−1, x2j) est remplace´e par un
facteur (Z/2Z)2 duˆ aux paires (x2j−1,M + j) et (M + j + 1, x2j + 1). Ainsi Triv2M+1 ⋆ X¯ est
de longueur 2, et l’on pose Triv2M+1 ⋆ X¯ = X¯
+
1 ⊕ X¯
+
−1. La description explicite des e´le´ments
des paquets ΠBV (U
+, G+) et ΠBV (U , G) faite dans la section 7 particulie`rement en (7.14) nous
dit exactement ce que sont les X¯+0 , X¯
+
1 et X¯
+
−1 ci-dessus. Si X¯ est parame´tre´ par ǫˆ (que l’on
identifie a` un caracte`re de A¯(U), alors dans le cas (8.5), X¯+0 est parame´tre´ par le meˆme ǫˆ,
et dans les cas (8.3) et (8.4), X¯+1 et X¯
+
−1 sont parame´tre´s respectivement par ǫˆ
±, obtenus en
mettant ±1 sur le facteur Z/2Z que l’on a ajoute´.
8.2. Effet de l’ajout de deux blocs meˆme taille de bonne parite´, cas Bn. — On
suppose que G est un groupe orthogonal impair de rang n. Soient U une orbite nilpotente de
bonne parite´ de Lg = sp2n ΠBV (U , G) et O l’orbite duale dans g. Soient dU et dO les partitions
de 2n et 2n+ 1 respectivement associe´es a` ces orbites.
Les blocs de dU sont donc pairs, et quitte a` rajouter le bloc 0, il y en a un nombre impair on
peut donc e´crire
dU = [2(x2p−p),2(x2p−1−p+1),...,2(x2p−2j−p+j),2(x2p−2j−1−p+j+1),...,2x2−2,2x1,2x0]
de sorte que le symbole est
(8.7)
(
x0 . . . x2j . . . x2p
. . . x2j+1 . . . x2p−1
)
Ajoutons 2 blocs de taille 2M a` dU , pour former une nouvelle partition dU+ , correspondant
a` une orbite nilpotente U+ dans Lg+ = sp2(n+2M). Soient O
+ sa duale dans g+ = so2(n+2M)+1.
On a O+ = {0}2M ⋆ O. On obtient dO+ en ajoutant 2 aux 2M premiers blocs de dO et en
prenant le ≪ B-collapse ≫ de la partition obtenue.
Si M > x2p − p, le symbole devient :
(8.8)
(
x0 . . . x2j . . . x2p M + p+ 1
. . . x2j+1 . . . x2p−1 M + p
)
S’il existe j tel que x2j < M + j < x2j+1, le symbole devient :
(8.9)
(
x0 . . . x2j M + j + 1 . . . x2p + 1
. . . M + j x2j+1 + 1 . . . x2p−1 + 1
)
Si x2j−1 + 1 ≤M + j ≤ x2j (on pose ici x−1 = −∞ par convention) le symbole devient
(8.10)
(
x0 . . . M + j x2j + 1 . . . x2p + 1
. . . x2j−1 M + j . . . x2p−1 + 1
)
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Comme dans le cas Cn,
(8.11) |A¯(U+)| / |A¯(U)| = |ΠBV (U
+, G+)| / |ΠBV (U , G)| = 1 ou 2,
et plus pre´cise´ment, ceci vaut 1 dans le cas (8.10), et 2 dans les cas (8.8), et (8.9). La proposition
8.2 est alors valide dans ce contexte :
Proposition 8.3. — Le paquet ΠBV (U
+, G+) est l’ensemble des facteurs de composition des
Triv2M ⋆X¯, ou` X¯ de´crit ΠBV (U , G). Les repre´sentations induites Triv2M ⋆X¯ sont irre´ductibles
dans le cas (8.10) et l’on pose alors X¯+0 = Triv2M ⋆ X¯, et de longueur 2 dans les cas (8.8), et
(8.9), et l’on pose alors Triv2M+1 ⋆ X¯ = X¯
+
1 ⊕ X¯
+
−1.
8.3. Effet de l’ajout de deux blocs meˆme taille de bonne parite´, cas Dn. — On
suppose que G est un groupe orthogonal pair de rang n. Soient U une orbite nilpotente de
bonne parite´ de Lg = so2n et O l’orbite duale dans g. Soient dU et dO les partitions de 2n
respectivement associe´es a` ces orbites.
Les blocs de dU sont donc impairs, et il y en a un nombre pair on peut donc e´crire
dU = [2(x2p+1−p)−1,2(x2p−p)+1,...,2(x2p−2j+1−p+j)−1,2(x2p−2j−p+j)+1,...,2x2−1,2x1−1,2x0+1]
de sorte que le symbole est
(8.12)
(
x0 . . . x2j . . . x2p
x1 . . . x2j+1 . . . x2p+1
)
Ajoutons 2 blocs de taille 2M+1 a` dU , pour former une nouvelle partition dU+ , correspondant
a` une orbite nilpotente U+ dans Lg+ = so2(n+2M+1). Soient O
+ sa duale dans g+ = so2(n+2M+1).
On a O+ = {0}2M+1 ⋆O. On obtient dO+ en ajoutant 2 aux 2M +1 premiers blocs de dO et en
prenant le ≪ D-collapse ≫ de la partition obtenue.
S’il existe j tel que x2j−1 < M + j < x2j , le symbole devient :
(8.13)
(
x0 . . . x2j−2 M + j x2j + 1 . . . x2p + 1
x1 . . . x2j−1 M + j + 1 x2j+1 + 1 . . . x2p+1 + 1
)
Si x2j ≤M + j ≤ x2j+1 − 1 (on pose ici x−1 = −∞ et x2p+1 = +∞ par convention) le symbole
devient
(8.14)
(
x0 . . . x2j M + j + 1 x2j+2 + 1 . . . x2p + 1
x1 . . . M + j + 1 x2j+1 + 1 . . . x2p+1 + 1
)
Comme dans le cas Cn,
(8.15) |A¯(U+)| / |A¯(U)| = |ΠBV (U
+, G+)| / |ΠBV (U , G)| = 1 ou 2,
et plus pre´cise´ment, ceci vaut 1 dans le cas (8.14), et 2 dans le cas (8.9). La proposition 8.2 est
alors valide dans ce contexte.
8.4. Ajout de blocs de mauvaise parite´. — Dans les sections qui suivent, on se pre´occupe
de l’ajout de deux blocs de mauvaise parite´. La situation ge´ne´rale est la suivante : soit a un
entier de mauvaise parite´ et soit U− une orbite nilpotente de Lg− de bonne parite´ pour un
groupe G− de meˆme type que G mais de rang a de moins. On suppose que l’orbite U ′ de g
obtenue en ajoutant deux fois a a` la partition de´finissant U− n’est pas spe´ciale. On note alors U
la plus petite orbite spe´ciale contenant U ′. Elle s’obtient en ajoutant a` la partition de´finissant
U−, les entiers a+1 et a− 1. On note O− l’orbite duale de U− et O l’orbite induite {0}a ⋆O
−.
Alors U est l’orbite duale de O. On peut de´duire cette assertion de [Spa82] III.11.7, avec une
petite difficulte´ car la dualite´ conside´re´e par Spaltenstein n’est pas exactement celle conside´re´e
ici. Spaltenstein a de´fini sa dualite´ sans passer au groupe dual expliquant en [Spa82] III.10.3
le passage de l’une des dualite´s a` l’autre. On pre´fe`re redonner une de´monstration dans les cas
importants pour nous en laissant au lecteur le soin de ge´ne´raliser.
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8.4.1. Un lemme d’induction, cas Cn. — Dans ce paragraphe, on suppose que G est un groupe
symplectique de rang n. Soient U une orbite nilpotente de bonne parite´ de Lg = so2n+1 et O
l’orbite duale dans g. Soient dU et dO les partitions de 2n+ 1 et 2n respectivement associe´es a`
ces orbites.
Ecrivons dU = [2d1 + 1, 2d2 + 1, 2d3 + 1, . . . , 2dt + 1].
Lemme 8.4. — On suppose que d1 = d2 + 1. Soit U
− l’orbite correspondant a` la partition
dU− = [2d3+1, . . . , 2dt+1] obtenue a` partir de dU en supprimant les deux premiers blocs. Alors
O = {0}2d1 ⋆O
−. De plus O est aussi l’orbite duale de l’orbite U ′ dont la partition est obtenue
a` partir de celle de U− en ajoutant deux fois 2d1.
De´monstration. On note O− l’orbite duale de U−. Rappelons (cf. [CM93]) que l’on obtient
les partitions correspondantes dO et dO− a` partir respectivement de dU et dU− en prenant les
partitions transpose´es, tdU et
tdU− et en calculant leur ≪ C-collapse ≫. Le plus grand bloc de
tdU est t et celui de
tdU− est t−2, et ces blocs sont impairs, de multiplicite´ 2dt+1. En revanche,
les multiplicite´s des autres blocs sont pairs, car elles sont de la forme 2dj + 1 − (2dj+1 + 1) =
2(dj − dj+1) pour des j tels que dj > dj+1. Notons
tdU− = [a1 = t− 2, . . . , a2d3+1].
On a alors
tdU = [a1 + 2 = t, . . . , a2d3+1 + 2, 2, . . . , 2, 1, 1]
ou` la multiplicite´ de 2 est 2(d2− d3) et celle de 1 est 2. Pour obtenir le ≪ C-collapse ≫ de
tdU− ,
on proce`de de la manie`re suivante. On note i0 le plus grand indice tel que ai0 = a1 et i
′
0 le plus
grand indice tel que ai′0 < a1 et ai′0 est impair. On de´finit ensuite i1 comme grand indice tel que
ai′0 = ai1 et i
′
1 le plus grand indice, s’il existe, tel que ai′1 < ai′0 et ai′1 est impair, et ainsi de suite
jusqu’a` ce que l’on arrive a` un indice tel que il soit de´fini, mais pas i
′
l. Le ≪C-collapse ≫ de
tdU−
est alors obtenu en remplac¸ant, pour s = 0, . . . , l, les ais par ais − 1 et pour s = 0, . . . , l − 1,les
ai′s par ai′s + 1. On obtient dO− , qui a 2d3 + 1 termes si a2d3+1 > 1 et 2d3 termes si a2d3+1 = 1.
Pour obtenir dO, on proce`de de meˆme, a` partir de
tdU pour calculer son ≪ C-collapse ≫.
On remarque que les suites d’indices qui apparaissent co¨ıncident jusqu’au rang l, mais ici i′l est
de´fini, et vaut 2d1, il+1 = 2d1 + 1 et i
′
l+1 n’est pas de´fini. La partition dO se de´duit de dO−
en ajoutant 2 a` tous les blocs, puis en ajoutant 2(d2 − d3) + 1 (resp. 2(d2 − d3) + 2) blocs de
longueur 2 si a2d3+1 > 1 (resp. si a2d3+1 = 1). Ceci est bien l’orbite induite O
− ⋆ {0}2d1 . Cela
de´montre la premie`re assertion du lemme. Pour la deuxie`me, on proce`de de la meˆme fac¸on en
partant de U ′ au lieu de U . Quand on calcule tdU ′ , on obtient la meˆme partition que
tdU sauf
que le nombre 2 intervient 2(d2 − d3 +1) et le nombre 1 n’intervient pas. Le ≪ C-collapse ≫ de
cette partition est le meˆme que celui de tdU .
Corollaire 8.5. — Soient ΠBV (U , G) et ΠBV (U
−, G−) les paquets associe´s par Barbasch-Vogan
aux orbites U et U− respectivement pour les groupes G = Sp2n(C) et G
− = Sp2(n−2d1)(C). Sup-
posons que A¯(U−) = (Z/2Z)m, de sorte que le cardinal de ΠBV (U
−, G−) soit 2m. Conside´rons
les repre´sentations induites de G− ×GL2d1(C) a` G :
(8.16) X1 = (χ 1
2
, 1
2
◦ det2d1) ⋆ X¯
−, X−1 = (χ 1
2
,− 1
2
◦ det2d1) ⋆ X¯
−
lorsque X¯− de´crit ΠBV (U
−, G−), et leurs sous-quotients de Langlands respectifs X¯1 et X¯−1.
Alors les 2m+1 repre´sentations X¯1 et X¯−1 sont non e´quivalentes deux a` deux, et constituent donc
les 2m+1 repre´sentations unipotentes du paquet ΠBV (U , G). De plus les X−1 sont irre´ductibles,
donc X−1 = X¯−1.
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De´monstration. Le symbole de U s’obtient a` partir de celui de U− en ajoutant
d1 + t
d2 + t
a` la
droite de celui-ci. On voit donc que A¯(U) pose`de un facteur Z/2Z supple´mentaire, et le cardinal
de ΠBV (U , G) est 2
m+1.
Les induites (8.16), ainsi que leurs sous-quotients irre´ductibles, ont bien le meˆme caracte`re
infinite´simal que celui des repre´sentations du paquet ΠBV (U , G). On peut alors appliquer la
premie`re partie de la proposition 8.2 qui nous dit que les sous-quotients irre´ductibles de X1 et
X−1 sont dans le paquet ΠBV (U , G). Supposons que X¯
− = X¯(λ−, µ−), avec
λ− = (λ−1 , . . . , λ
−
n−2d1
), µ− = (µ−1 , . . . , µ
−
n−2d1
).
Posons
λ = (d1, d1 − 1, . . . ,−d1 + 1, λ
−
1 , . . . , λ
−
n−2d1
),
µ = (d1, d1 − 1, . . . ,−d1 + 1, µ
−
1 , . . . , µ
−
n−2d1
),
µ′ = (d1 − 3, d1 − 1, . . . ,−d1 − 1, µ
−
1 , . . . , µ
−
n−2d1
).
Alors X¯1 = X¯(λ, µ) et X¯−1 = X¯(λ, µ
′).
Il est clair que les 2m+1 sous-quotients irre´ductibles ainsi obtenus en faisant varier X¯ dans
ΠBV (U , G) sont non e´quivalents deux a` deux et donc de´crivent entie`rement ΠBV (U , G). Ainsi,
tous les sous-quotients irre´ductibles des X1 et X−1 se trouvent parmi les X¯1 et X¯−1
D’autre part, si X1 (resp. X−1) posse`de un autre sous-quotient irre´ductible que X¯1 (resp.
X¯−1), on voit facilement avec le lemme 5.3 que celui-ci est X¯−1 (resp. n’existe pas). Ceci montre
en particulier que X−1 = X¯−1.
Remarque 8.6. — Le lemme se ge´ne´ralise en remplac¸ant les blocs d1 et d2 = d1 − 2 par
n’importe quelle paire (d2j−1, d2j) avec d2j = d2j−1 − 2 et c’est exactement ce qui est annonce´
au de´but du paragraphe.
8.4.2. Un lemme d’induction, cas Bn. — On suppose que G est un groupe orthogonal impair
de rang n. Soient U une orbite nilpotente de bonne parite´ de Lg = sp2n et O l’orbite duale dans
g. Soient dU et dO les partitions de 2n et 2n+ 1 respectivement associe´es a` ces orbites.
Ecrivons dU = [2d1, 2d2, 2d3, . . . , 2dt].
Lemme 8.7. — On suppose que d2 = d3 + 1. Soit U
− l’orbite correspondant a` la partition
dU− = [2d1, 2d4, . . . , 2dt] obtenue a` partir de dU en supprimant les deuxie`me et troisie`me blocs.
Alors O = {0}2d2−1 ⋆ O
− et c’est aussi l’orbite duale de l’orbite U ′ obtenue en ajoutant a` la
partition de´finissant U− deux fois le nombre 2d2 − 1.
De´monstration. On note O− l’orbite duale de U−. Les partitions dO et dO− sont obtenues a`
partir respectivement de dU et dU− en ajoutant un bloc 1, en prenant les partitions transpose´es,
et en calculant leur ≪B-collapse ≫. Notons p = [p1, . . . , p2d1 ] et p
− = [p−1 , . . . , p
−
2d1
] les partitions
transpose´es obtenues. On a p1 = t + 1 et p
−
1 = t − 1, p
−
2 = t − 2, p
−
2d3+1
= · · · = p−2d1 = 1 et
p1 = p
−
1 + 2, p2 = p
−
2 + 2, ..., p2d3 = p
−
2d3
+ 2, p2d3+1 = p
−
2d3+1
+ 1 = 2, ... , p2d2 = p
−
2d2
+ 1 = 2,
p2d2+1 = 1,..., p2d1 = 1. Comme p
−
1 = t − 1, p
−
2 = t − 2, l’un des deux est pair, notons le p
−
i0
.
Pour obtenir O− en calculant le ≪ B-collapse ≫, on prend celui qui est pair, on lui enle`ve 1, et
on ajoute 1 au plus grand bloc pair strictement plus petit, notons le p−
i′0
. S’il n’existe pas de tel
bloc pair, on ajoute juste un bloc 1, et la proce´dure se termine. Sinon, comme il y a un nombre
pair de p−j qui vaut p
−
i0
(c’est la diffe´rence entre les tailles de deux blocs de la partition dO−),
soit i1 le plus grand indice tel que p
−
i1
= p−
i′0
. On enle`ve alors 1 a` p−i1 , et on ajoute 1 au plus
grand bloc pair strictement plus petit (s’il existe, sinon on ajoute un bloc 1), notons le p−
i′1
. On
continue cette proce´dure jusqu’a` ce que l’on ait de´fini i0, . . . , iℓ, i
′
0, . . . , i
′
ℓ−1, mais que i
′
ℓ ne soit
pas de´fini, et l’on ajoute alors le bloc 1. Pour O, on fait de meˆme, mais la proce´dure se termine
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diffe´remment car p−2d3+1 = p
−
2d3+2
sont e´gaux a` 2. Le premier est remplace´ par 3 et le second par
1 et on ajoute un 1 final. On voit que l’on obtient dO a` partir de dO en ajoutant 2 au 2d2 − 1
premiers blocs. Quand on travaille avec U ′ et la partition duale de la partition qui de´finit U ′
on obtient p sauf que une occurence de 2 est remplace´e par deux occurences de 1. Ensuite on
calcule comme ci-dessus le ≪ B-collapse ≫.
Corollaire 8.8. — Soient ΠBV (U , G) et et ΠBV (U
−, G−) les paquets associe´s par Barbasch-
Vogan aux orbites U et U− respectivement pour les groupes G = SO2n+1(C) et G
− = SO2(n−2d2)+3(C).
Supposons que A¯(U−) = (Z/2Z)m, de sorte que le cardinal de ΠBV (U
−, G−) soit 2m. Conside´rons
les repre´sentations induites de G− ×GL2d2−1(C) a` G :
(8.17) X1 = (χ 1
2
, 1
2
◦ det2d2−1) ⋆ X¯
−, X−1 = (χ 1
2
,− 1
2
◦ det2d2−1) ⋆ X¯
−
lorsque X¯− de´crit ΠBV (U
−, G−), et leurs sous-quotients de Langlands respectifs X¯1 et X¯−1.
Alors les 2m+1 repre´sentations X¯1 et X¯−1 sont non e´quivalentes deux a` deux, et constituent donc
les 2m+1 repre´sentations unipotentes du paquet ΠBV (U , G). De plus les X−1 sont irre´ductibles,
donc X−1 = X¯−1.
La de´monstration est la meˆme que dans le cas Cn.
Remarque 8.9. — Le lemme se ge´ne´ralise en remplac¸ant les blocs d2 et d3 = d2 − 2 par
n’importe quelle paire (d2j , d2j+1) avec d2j+1 = d2j − 2.
8.4.3. Un lemme d’induction, cas Dn. — On suppose que G est un groupe orthogonal pair
de rang n. Soient U une orbite nilpotente de bonne parite´ de Lg = so2n et O l’orbite duale
dans g. Soient dU et dO les partitions de 2n respectivement associe´es a` ces orbites. Ecrivons
dU = [2d1 + 1, 2d2 + 1, 2d3 + 1, . . . , 2dt + 1].
Lemme 8.10. — On suppose que d2 = d3 + 1. Soit U
− l’orbite correspondant a` la partition
dU− = [2d1 + 1, 2d4 + 1, . . . , 2dt + 1] obtenue a` partir de dU en supprimant les deuxie`me et
troisie`me blocs. Alors O = {0}2d2 ⋆O
− et c’est aussi l’orbite duale de l’orbite U ′ qui s’obtient a`
partir de U− en ajoutant les deux blocs 2d2.
De´monstration. Maintenant, t est pair. Les partitions dO et dO− sont obtenues a` partir respec-
tivement de dU et dU− en prenant les partitions transpose´es, et en calculant leur ≪D-collapse ≫.
Prenons des notations analogues a` celles du cas des groupes orthogonaux impairs. On a p−1 = t−2
qui est pair et le cardinal de {j | p−j = t−2} est 2dt+1 donc impair. Les autres blocs de p
− sont
de multiplicite´ paires et p−2d3+3 = . . . = p
−
2d1+1
= 1. Ensuite, tout se passe exactement comme
pour les groupes orthogonaux impairs.
Corollaire 8.11. — Soient ΠBV (U , G) et et ΠBV (U
−, G−) les paquets associe´s par Barbasch-
Vogan aux orbites U et U− respectivement pour les groupes G = SO2n(C) et G
− = SO2(n−2d2)(C).
Supposons que A¯(U−) = (Z/2Z)m, de sorte que le cardinal de ΠBV (U
−, G−) soit 2m. Conside´rons
les repre´sentations induites de G− ×GL2d2(C) a` G :
(8.18) X1 = (χ 1
2
, 1
2
◦ det2d2) ⋆ X¯
−, X−1 = (χ 1
2
,− 1
2
◦ det2d2) ⋆ X¯
−
lorsque X¯− de´crit ΠBV (U
−, G−), et leurs sous-quotient de Langlands respectifs X¯1 et X¯−1. Alors
les 2m+1 repre´sentations X¯1 et X¯−1 sont non e´quivalentes deux a` deux, et constituent donc les
2m+1 repre´sentations unipotentes du paquet ΠBV (U , G). De plus les X−1 sont irre´ductibles,
donc X−1 = X¯−1.
La de´monstration est la meˆme que dans les autres cas.
Remarque 8.12. — Le lemme se ge´ne´ralise en remplac¸ant les blocs d2 et d3 = d2 − 2 par
n’importe quelle paire (d2j , d2j+1) avec d2j+1 = d2j − 2.
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8.5. Un autre lemme de re´duction. — On suppose que G est un groupe classique de
rang n et que U est une orbite nilpotente de bonne parite´ de Lg. On note dU = [d1, . . . , dk] la
partition associe´e, et l’on suppose que d1 ≥ d2 +2. On note maintenant U
− l’orbite obtenue en
remplac¸ant d1 par d1 − 2 dans dU , c’est-a`-dire que dU− = [d1 − 2, . . . dt]. C’est une orbite dans
l’alge`bre de Lie du groupe dual de G−, qui est un groupe de meˆme type que G, et de rang n−1.
L’orbite U est induite, on a U = {0}1 ⋆ U
−. Notons O et O− les orbites duales respectives de U
et U−.
Lemme 8.13. — On suppose que G est un groupe orthogonal, ou bien que d1 > d2 + 2. Soit
M le sous-groupe de Levi standard de G isomorphe a` GL1(C)×G
− (et identifie´ a` ce dernier).
Alors l’orbite {0}1 ×O
− de m est contenue dans O ∩m.
De´monstration. Lorsqu’on passe aux partitions transpose´es, celle de U− s’obtient a` partir de
celle de U en enlevant deux blocs de taille 1. Pour obtenir O− et O, il faut calculer les ≪ X-
collapses ≫ du type X ade´quat. Cette ope´ration ne change que la taille de blocs de mauvaise
parite´ pour G et G−. Si G est un groupe orthogonal, 1 est de bonne parite´, et donc dO− s’obtient
de dO en enlevant deux blocs de taille 1. Si G est un groupe symplectique, et si d1 > d2 + 2,
alors il y de´ja` au moins un bloc de taille 1 dans la partition transpose´e de dU− , et la meˆme
conclusion pre´vaut.
Remarque 8.14. — Si G est un groupe symplectique et si d1 = d2 + 2, alors dO s’obtient de
dO− en ajoutant un bloc de taille 2.
Corollaire 8.15. — On suppose que G est un groupe orthogonal, ou bien que d1 > d2 + 2.
Alors l’application naturelle de A¯(U−) dans A¯(U) est un isomorphisme. Toute repre´sentation
de ΠBV (U , G) est obtenue de manie`re unique en prenant le sous-quotient de Langlands X¯ =
X¯(λ, µ) de l’induite χ d1−1
2
,
d1−1
2
⋆ X¯− (ici χ d1−1
2
,
d1−1
2
est un caracte`re de GL1(C)), ou` en posant
X¯− = X¯(λ′, µ′), avec
λ− = (λ−1 , . . . , λ
−
n−1), µ
− = (µ−1 , . . . , µ
−
n−1),
on a
λ = (
d1 − 1
2
, λ−1 , . . . , λ
−
n−1), µ = (
d1 − 1
2
, µ−, . . . , µ−n−1,
d1 − 1
2
).
De´monstration. On est dans le cas d’une orbite U lissement induite a` partir de U ′ (cf. [BV85],
§7). Si le symbole de U est (8.2), celui de U ′ obtenu en remplac¸ant x2p par x2p − 1. Les autres
assertion se de´duisent aise´ment en comparant les descriptions des paquets ΠBV (U
−, G−) et
ΠBV (U , G) (qui ont meˆme cardinal).
9. Un re´sultat sur les exposants
On e´nonce maintenant une proprie´te´ des exposants des repre´sentations dans les paquets de
Arthur unipotents. Ceci se trouve de´ja` (de manie`re implicite) dans [Bar89] et de manie`re
totalement explicite dans [Bar]. La seule petite difficulte´ avec cette dernie`re re´fe´rence c’est que,
sauf erreur de notre part, certaines des repre´sentations conside´re´es ici ne le sont pas dans loc.
cit.
Proposition 9.1. — Soit G un groupe classique complexe de rang n et U une orbite nilpotente
dans Lg. Soit X¯ ∈ ΠBV (U , G). Alors les exposants de X¯ sont des caracte`res de C
× de la forme
χa,b avec a− b ∈ {−
1
2 , 0,
1
2}.
De´monstration. Soit dU = [d1, d2, . . . , dk] la partition attache´e a` l’orbite U . La de´monstration se
fait par re´currence sur le rang n, en utilisant les re´sultats de la section 8. On distingue selon les
cas. Traitons par le cas ou` G est un groupe symplectique (cas Cn). Si d1 = d2, soit U
− l’orbite
associe´e a` la partition obtenue en enlevant les deux premiers blocs d1 et d2. On est dans la
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situation du paragraphe 8.1, plus pre´cise´ment dans le cas (8.5). En particulier, un e´le´ment X¯ de
ΠBV (U , G) est obtenu comme e´tant l’induite irre´ductible X¯
− ⋆Trivd1 (voir la proposition 8.2).
La proposition pour X¯ se de´duit alors du re´sultat applique´ a` X¯− par hypothe`se de re´currence.
Si d1 > d2+2, on utilise cette fois le corollaire 8.15, avec pour U
− l’orbite associe´e a` la partition
obtenue en remplac¸ant d1 par d1−2. Dans le cas ou` d1 = d2+2, on utilise cette fois le corollaire
8.5, avec pour U− l’orbite associe´e a` la partition obtenue en enlevant les deux premiers blocs
d1 et d2 et l’hypothe`se de re´currence applique´e aux repre´sentations X¯1 et X¯−1 de ce corollaire.
Le cas des groupes orthogonaux se traite de la meˆme fac¸on.
10. Identification des paquets de Barbasch-Vogan et d’Arthur
Le re´sultat principal de cette section est de montrer que les constructions de Barbasch-Vogan
et d’Arthur co¨ıncident pour les groupes classiques complexes.
The´ore`me 10.1. — Soient G un groupe classique complexe (non me´taplectique) de rang n, U
une orbite nilpotente spe´ciale et paire de Lg et ψG le parame`tre d’Arthur associe´ a` U . Soient
η un caracte`re de A(U) = A(ψG), Xη la repre´sentation associe´e par Arthur (cf. §3.3 et en
particulier 3.6) et XBVη celle associe´e par Barbasch-Vogan (cf. §7) si η se factorise par A(U).
Si η ne se factorise pas par A(U), on pose XBVη = 0. On a alors Xη = X
BV
η . En particulier
ΠBV (
LU , G) = Π(ψ,G).
Remarque 10.2. — Avant de prouver ce the´ore`me il faut pre´venir le lecteur que [BV85] utilise
le groupe des caracte`res de A(O) et non pas A(U) (ici O est l’orbite duale de U) pour parame´trer
les repre´sentations attache´es a` ψ. On passe de l’un a` l’autre par un isomorphisme entre ces deux
groupes (cf. l’introduction du paragraphe 12 de [BV85]). Et on utilise alors le corollaire 12.4 de
[BV85] pour avoir les formules de transfert que l’on exprime, via l’isomorphisme utilise´ dans
[BV85], en terme de caracte`res de A(U). L’isomorphisme entre ces groupes de caracte`res n’est
pas comple`tement e´vident, il traduit la tensorisation par le caracte`re signe dans l’ensemble des
repre´sentations du groupe de Weyl de G qui est aussi celui de LG (cf. [BV85] 5.30 et suivant).
Remarque 10.3. — Une orbite spe´ciale paire est soit de bonne parite´, soit tous les blocs de
la partition associe´e sont de mauvaise parite´. Cette dernie`re possibilite´ peut arriver dans les cas
Bn et Dn et cette situation est de´crite dans la section 7 : A(U) est trivial et la repre´sentation
associe´e par Barbasch-Vogan est une induite irre´ductible de la repre´sentation triviale d’un sous-
groupe de Levi isomorphe a` un produit de GL. Graˆce au the´ore`me 6.10 et son corollaire, il en
est de meˆme de la repre´sentation associe´e par Arthur. On peut donc supposer que U est une
orbite de bonne parite´, et c’est ce que l’on fera dans ce qui suit.
10.1. Le cas des groupes orthogonaux impairs. — On commence par le cas des groupes
orthogonaux impairs qui est le´ge`rement plus simple puis on ge´ne´ralisera. La de´monstration se
fait par re´currence sur la longueur de la suite de Jordan-Ho¨lder de ψ = StdG ◦ ψG en tant que
repre´sentation de WC×SL2(C). On initialise aise´ment la re´currence si ψ est irre´ductible : dans
ce cas U est l’orbite principale, A(U) est re´duit a` un e´le´ment et X1 (la repre´sentation associe´e
par Arthur au caracte`re ne´cessairement trivial de A(U)) est la repre´sentation triviale. Il est
facile de ve´rifier que XBV1 est aussi la repre´sentation triviale.
On suppose maintenant que le re´sultat est e´tabli pour tous les parame`tres ψ′G tel que ψ
′ =
StdG◦ψ
′
G ait une longueur strictement plus petite que celle de ψ. On utilise la caracte´risation des
Xη par des proprie´te´s de transfert endoscopique [Art13] 2.1.1. SoitH = (H, s, ξ :
LH → LG, . . .)
une donne´e endoscopique elliptique avec s dans le centralisateur de ψG. Le parame`tre ψG se
factorise donc en ξ ◦ ψH , ou` ψH est un parame`tre d’Arthur pour le groupe endoscopique H.
On suppose que s 6= 1 et en particulier le groupe endoscopique H est un produit de groupes
SO2a+1(C)×SO2b+1(C). On peut par hypothe`se de re´currence appliquer le the´ore`me a`H et ψH .
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On sait que la repre´sentation virtuelle
∑
η∈Â(U)
η(ssψ)Xη est un transfert de la repre´sentation
XstψH de H. Le meˆme re´sultat vaut avec les Xη remplace´ par les X
BV
η d’apre`s [BV85], §12.4.
Comme les repre´sentations Xη sont soit irre´ductibles et non e´quivalentes deux a` deux, soit nulles,
on en de´duit que l’ensemble des repre´sentations Xη co¨ıncide avec l’ensemble des repre´sentations
XBVη . En particulier la somme des repre´sentations dans chacun des ensembles ne de´pend pas
de l’ensemble choisi, ce qui nous donne le cas s = 1 dans l’e´galite´ qui suit. On a donc pour tout
s ∈ A(U)
Π(s) :=
∑
η∈Â(U)
η(s)Xη =
∑
η∈Â(U)
η(s)XBVη .
Par inversion de Fourier, on en de´duit que pour tout η ∈ Â(U),
Xη = |A(U)|
−1
∑
s∈A(U)
η(s)Π(s) = XBVη ,
ce qui termine la de´monstration.
10.2. Le cas ge´ne´ral. — Pour imiter la de´monstration ci-dessus, il faut initialiser la re´currence.
Pour les groupes symplectiques, il n’y a pas de difficulte´, c’est comme dans le cas des groupes
orthogonaux impairs. Si ψ est irre´ductible il lui correspond la repre´sentation triviale a` la fois
dans [Art13] et dans [BV85]. Si G est un groupe orthogonal pair, l’initialisation se fait quand
ψ est de longueur deux. Pour des raisons de parite´, ψ ne peut pas eˆtre irre´ductible. On sup-
pose donc que ψ est de longueur deux et on note Uψ l’orbite nilpotente de´terminant ψ. On
remarque que A(Uψ) est re´duit a` un e´le´ment. Il n’y a aussi qu’une repre´sentation associe´e par
Arthur a` ce parame`tre : notons a ≥ a′ la taille des deux blocs de Jordan de l’orbite Uψ. Toute
repre´sentation dans Π(ψ) est, d’apre`s [Mœg] obtenue par une correspondance de Howe. Mais
ici, une seule correspondance de Howe est possible, c’est l’image de la repre´sentation triviale de
Spa′−1(C). Si a
′ = 1, la repre´sentation cherche´e est tout simplement la repre´sentation triviale.
Il faut encore identifier ces deux repre´sentations, celle construite par [BV85] et celle construite
par [Art13]. D’apre`s les constructions de [Art13], c’est ne´cessairement la repre´sentation dans
le paquet de Langlands a` l’inte´rieur du paquet d’Arthur, c’est-a`-dire le quotient de Langlands
de la repre´sentation induite du caracte`re
χ(a−1)/2,(a−1)/2 ⊗ · · · ⊗ χ(a′+1)/2,(a′+1)/2 ⊗Triva′
d’un sous-groupe parabolique de Levi (a − a′)/2 facteurs C× fois GLa′(C) (peu importe le
parabolique choisi). Les re´ductions de´ja` faites ici montrent que cette repre´sentation est bien
celle construite par [BV85].
Maintenant que l’on a initialise´ la re´currence, on proce`de exactement comme dans le cas des
groupes orthogonaux impairs : les donne´es endoscopiques sont, si G est un groupe symplectique
un produit d’un groupe symplectique et d’un groupe spe´cial orthogonal pair tandis que si G
est un groupe spe´cial orthogonal pair, c’est le produit de deux groupes spe´ciaux orthogonaux
pairs.
11. De´monstration du the´ore`me 6.12
11.1. Un re´sultat de Vogan. — Le the´ore`me suivant (cf. [Bar89], Thm. 14.1) est un
re´sultat attribue´ par Barbasch a` Vogan.
The´ore`me 11.1. — Soient G0 un groupe classique de rang n0 et X¯0 un caracte`re unitaire de
G0. Soient, pour tout i = 1, . . . , s, un caracte`re unitaire χi ◦ detni de GLni(C).
Soit G le groupe classique de meˆme type que G0 et de rang n = n0+
∑s
i=1 ni. Soit O l’orbite
nilpotente induite (⋆i({0}ni)) ⋆{0}G0 dans g. C’est donc une orbite de Richardson pour le sous-
groupe parabolique P = MN de G dont le facteur de Levi M est isomorphe a` (×iGLni(C)) ×
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G0. Si l’orbite O est paire et normale, et si l’application moment M : T
∗(G/P ) → O est
birationnelle, alors la repre´sentation induite
X¯ = (⋆iχi ◦ detni) ⋆ X¯0
est irre´ductible, de front d’onde WF(X¯) = O.
La liste des orbites nilpotentes ve´rifiant ces conditions pour les groupes classiques est dans
[Bar89], §14.3. Nous allons maintenant, a` la suite de Barbasch, montrer comment la de´monstration
du the´ore`me 6.12 se rame`ne a` ce re´sultat.
11.2. Re´duction au the´ore`me 11.1. — On suppose que G est un groupe classique de
rang n. Soient U une orbite nilpotente de bonne parite´ de LG, ψ = ψU le parame`tre d’Arthur
correspondant et O l’orbite duale dans g. Soient dU et dO les partitions de 2n+1 ou 2n associe´es
a` ces orbites.
Soit X¯ ∈ Π(ψ,G). Avec les notations du the´ore`me 6.12, on veut montrer que
(11.1) Y = (⋆si=1χi ◦ detai) ⋆
(
⋆tj=1Trivbj
)
⋆ X¯
est irre´ductible (les bj sont pairs dans les cas Cn et Dn, impairs dans le cas Bn et Mpn). Pour
cela, on se rame`ne au the´ore`me 11.1, en trois e´tapes qui re´duisent le proble`me a` des cas de plus
en plus particuliers, jusqu’a` finalement se retrouver sous les bonnes hypothe`ses. On suit de tre`s
pre`s [Bar89]. Soit Y¯ un sous-quotient irre´ductible de Y . Il s’agit de montrer que Y = Y¯ .
Premie`re e´tape. Montrons d’abord que l’on peut supposer que l’orbite O ve´rifie les hy-
pothe`ses du the´ore`me 11.1, c’est-a`-dire d’apre`s [Bar89], §14.3 que la partition associe´e dO ne
posse`de que des blocs de bonne parite´ (paire pour les groupes symplectiques, impaire pour les
groupes orthogonaux).
On raisonne par re´currence sur le nombre de blocs de mauvaise parite´ de O. Conside´rons
l’orbite U+ obtenue en rajoutant a` dU deux blocs de taille T de bonne parite´, comme dans la
section 8.1 dont on adopte les notations dans ce qui suit. On a O+ = {0}T ⋆ O. On obtient
dO+ en ajoutant 2 aux T premiers blocs de dO et en prenant le ≪ X-collapse ≫ de la partition
obtenue. En choisissant bien T , on peut faire en sorte que O+ ait deux blocs de mauvaise parite´
de moins que O. On a vu (sections 8.1, 8.2, 8.3) que selon les cas TrivT ⋆ X¯ = X¯
+
1 ⊕ X¯
+
−1, ou
bien TrivT ⋆ X¯ = X¯
+
0 , ou` X¯
+
1 , X¯
+
−1 et X¯
+
0 sont dans Π(ψ
+, G+). Montrons alors que si
(11.2) Y + = (⋆si=1χi ◦ detai) ⋆
(
⋆tj=1Trivbj
)
⋆ X¯+
est irre´ductible pour tout X¯+ ∈ Π(ψ+, G+), il en est de meˆme de Y . On raisonne par l’absurde
en supposant que Y est re´ductible. Commenc¸ons par supposer qu’il existe c ≤ t tel que(
⋆c−1j=1Trivbj
)
⋆ X¯
soit irre´ductible mais
Z =
(
⋆cj=1Trivbj
)
⋆ X¯
soit re´ductible. Dans le groupe de Grothendieck, on calcule :
TrivT ⋆ Z = TrivT ⋆
(
⋆cj=1Trivbj
)
⋆ X¯
=
(
⋆cj=1Trivbj
)
⋆TrivT ⋆ X¯
=


(
⋆cj=1Trivbj
)
⋆ X¯+1 +
(
⋆cj=1Trivbj
)
⋆ X¯+−1
ou bien
(
⋆cj=1Trivbj
)
⋆ X¯+0
On de´duit du lemme 5.3 que l’un des sous-quotients irre´ductibles de Z admet un exposant
χa′,b′ non-sphe´rique (a
′ 6= b′) avec a′, b′ demi-entiers (cas Cn et Dn) ou a
′, b′ entiers (cas Bn et
Mpn). Il en est donc de meˆme pour l’une des repre´sentations
(
⋆cj=1Trivbj
)
⋆X¯+, avec X¯+ = X¯+1 ,
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X¯+1 ou X¯
+
0 . Or les exposants de cette repre´sentation, irre´ductible car par hypothe`se Y
+ l’est,
sont soit des exposants χa,b de X¯
+, donc avec a et b entiers (cas Cn et Dn) ou demi-entiers (cas
Bn et Mpn), soit des exposants sphe´riques. On aboutit a une contradiction. Ainsi(
⋆tj=1Trivbj
)
⋆ X¯
est irre´ductible. Supposons maintenant qu’il existe c ≤ s− 1 tel que
⋆c−1i=1 (χi ◦ detai) ⋆
(
⋆tj=1Trivbj
)
⋆ X¯
soit irre´ductible, mais
Z = ⋆ci=1 (χi ◦ detai) ⋆
(
⋆tj=1Trivbj
)
⋆ X¯
soit re´ductible. Posons χi = χai,bi , ou` les ai, bi sont des nombres complexes ve´rifiant ai− bi ∈ Z
et ai + bi ∈ iR (les χi sont des caracte`res unitaires de C
×). On peut aussi supposer que les
|ai − bi| croissent avec i.
D’apre`s le lemme 5.3, Z admet un sous-quotient irre´ductible ayant un exposant χa′,b′ avec
|a′ − b′| > |ac − bc|. Par un raisonnement analogue a` celui ci-dessus, on de´duit que l’une des
repre´sentations (⋆ci=1χi ◦ detai) ⋆
(
⋆tj=1Trivbj
)
⋆ X¯+, avec X+ = X+1 , X
+
1 ou X
+
0 admet un
exposant χa′,b′ avec |a
′−b′| > |ac−bc| et a
′, b′ demi-entiers (cas Cn et Dn) ou entiers (cas Bn et
Mpn) . Or cette repre´sentation est irre´ductible car Y
+ l’est par hypothe`se, et l’ensemble de ses
exposants est l’union des exposants χa,b de X¯
+, qui ve´rifient |a− b| ≤ 12 d’apre`s la proposition
9.1, et d’exposants de la forme χai+e,bi+e, e entier ou demi-entier, i ≤ c. On aboutit encore a
une contradiction et l’on conclut que Y est irre´ductible pour tout X¯ ∈ Π(ψ,G) si Y + l’est pour
tout X¯+ ∈ Π(ψ+, G+). Par re´currence, on peut donc supposer que O ve´rifie les hypothe`ses du
the´ore`me de Vogan.
Deuxie`me e´tape. Ensuite, nous nous ramenons au cas ou dU n’a pas de ≪ trous ≫, c’est-a`-
dire que si
dU = [d1, . . . , dk]
alors pour tout i = 1, . . . , k − 1, di+1 = di ou di − 2. La me´thode est la meˆme que ci-dessus,
si T < d1 n’apparaˆıt pas dans dU , on ajoute deux blocs de taille T pour obtenir une nouvelle
partition dU+ ve´rifiant les meˆmes proprie´te´s que dU , mais avec un trou en moins. L’orbite duale
O+ est alors e´gale a` {0}T ⋆O et l’on obtient dO+ en ajoutant 2 aux T premiers blocs de dO (il
n’y a pas besoin cette de prendre le ≪ X-collapse ≫ car O+ n’a que des blocs de bonne parite´
et ajouter 2 aux T premiers blocs conserve cette proprie´te´, c’est-a`-dire que O+ ve´rifie encore
les hypothe`ses du the´ore`me de Vogan). Le meˆme argument que ci-dessus montre que
Y = (⋆si=1χi ◦ detai) ⋆
(
⋆tj=1Trivbj
)
⋆ X¯
est irre´ductible pour tout X¯ ∈ Π(ψ,G) si
Y + = (⋆si=1χi ◦ detai) ⋆
(
⋆tj=1Trivbj
)
⋆ X¯+
l’est pour tout X¯+ ∈ Π(ψ+, G+). On se rame`ne donc en un nombre d’e´tape finie au cas d’une
orbite U sans trou telle que O ve´rifie les hypothe`ses du the´ore`me de Vogan.
Le fait que U soit sans trou implique que tout e´le´ment X¯ de Π(ψ,G) est obtenu comme
sous-quotient irre´ductible d’une induite d’un caracte`re (pas ne´cessairement unitaire) d’un sous-
groupe de Levi isomorphe a` un produit de GL. On peut voir ceci en regardant la description
explicite des e´le´ments des paquets faites dans la section 7.
Troisie`me e´tape. La troisie`me et dernie`re e´tape consiste a` se ramener au cas ou` X¯ est
de plus induite irre´ductible d’un caracte`re unitaire d’un sous-groupe de Levi isomorphe a` un
produit de GL, ce qui nous rame`ne imme´diatement aux hypothe`ses du the´ore`me de Vogan.
Pour cela, utilisons les re´sultats suivants :
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Lemme 11.2. — Il existe des entiers i1, . . . , iℓ, avec ℓ + 1 ≤ k et dij = dij+1 + 2, et une
repre´sentation Z¯ induite irre´ductible d’un caracte`re unitaire d’un sous-groupe de Levi isomorphe
a` un produit de GL tels que X¯ soit un sous-quotient irre´ductible de
(11.3)
(
⋆ℓj=1χ 1
2
, 1
2
◦ detdij−1
)
⋆ Z¯.
De´monstration. On peut pre´ciser que Z¯ est une repre´sentation unipotente associe´e a` l’orbite
obtenue de U en enlevant a` dU les blocs dij et dij+1 pour j = 1, . . . , ℓ.
On raisonne par re´currence sur le nombre de blocs de dU . Nous allons traiter le cas des
groupes symplectiques, les autres cas e´tant similaires, en utilisant les lemmes de re´duction de
la section 8 ade´quats. Si d1 = d2, soit U
− l’orbite nilpotente dont la partition associe´e dU−
est obtenue en enlevant les deux premiers blocs (d1 et d2) de dU . Dans ce cas, il de´coule des
re´sultats de la section 8.1 que X¯ est une induite irre´ductible de la forme X¯ = Trivd1 ⋆ X¯
−, ou`
X¯− ∈ Π(ψ−, G−), et ψ− est le parame`tre d’Arthur correspondant a` l’orbite U−. On applique
ensuite l’hypothe`se de re´currence a` X¯− :
Il existe des entiers i1, . . . , iℓ, avec ℓ+ 1 ≤ k − 2 et dij = dij+1 + 2, et une repre´sentation Z¯
induite irre´ductible d’un caracte`re unitaire d’un sous-groupe de Levi isomorphe a` un produit
de GL tels que X¯− soit un sous-quotient irre´ductible de
(11.4)
(
⋆ℓj=1χ 1
2
, 1
2
◦ detdij−1
)
⋆ Z¯−.
Alors X¯ est sous-quotient de
(
⋆ℓj=1χ 1
2
,− 1
2
◦ detdij−1
)
⋆ Z¯, ou` Z¯ = Trivd1 ⋆ Z¯
−. D’apre`s le
corollaire 8.5, Z¯ est bien irre´ductible, et l’on obtient l’assertion voulue.
Si d1 = d2+2, on utilise cette fois le lemme 8.4 et son corollaire 8.5. D’apre`s ce corollaire, X¯
est un sous-quotient irre´ductible de l’induite χ ◦ detd1−1 ⋆X¯
−, ou` χ = χ 1
2
, 1
2
, ou bien χ = χ 1
2
,− 1
2
.
On applique l’hypothe`se de re´currence a` X¯− et on conclut comme ci-dessus.
Lemme 11.3. — Avec les notations qui pre´ce`dent, les sous-quotients irre´ductibles de
(11.5)
(
⋆ℓj=1χ− 1
2
,− 1
2
◦ detdij−1
)
⋆
(
⋆ℓj=1χ 1
2
, 1
2
◦ detdij−1
)
⋆ Z¯.
sont des induites irre´ductibles d’un caracte`re unitaire d’un sous-groupe de Levi isomorphe a` un
produit de GL
De´monstration. On a pour les groupes ge´ne´raux line´aires l’e´galite´ suivante dans le groupe de
Grothendieck (cf. [BR10], Prop 14.1, formule de composition des bouts de se´ries comple´mentaires)
χ− 1
2
,− 1
2
◦ detn×χ 1
2
, 1
2
◦ detn = Trivn+1 ×Trivn−1 + χ 1
2
,− 1
2
◦ detn×χ− 1
2
, 1
2
◦ detn .
Tous les caracte`res apparaissant dans le membre de droite sont unitaires. Comme Z¯ est elle-
meˆme une induite irre´ductible d’un caracte`re unitaire d’un sous-groupe de Levi isomorphe a` un
produit de GL, le re´sultat s’en de´duit imme´diatement.
Revenons a` la de´monstration du the´ore`me 6.12, ou plutoˆt de sa re´duction au the´ore`me 11.1.
D’apre`s les deux lemmes ci-dessus,
(11.6)
(
⋆ℓj=1χ− 1
2
,− 1
2
◦ detdij−1
)
⋆ X¯
a tous ses sous-quotients irre´ductibles qui sont des sous-quotients irre´ductibles de (11.5), et sont
donc des induites irre´ductibles d’un caracte`re unitaire d’un sous-groupe de Levi isomorphe a`
un produit de GL. Par le meˆme argument que dans la deuxie`me e´tape, (11.1) est irre´ductible
si la meˆme expression avec X¯ remplace´ par un sous-quotient irre´ductible X¯+ de (11.6), en
remarquant que ces X¯+ sont des e´le´ments du paquet d’Arthur attache´e a` l’orbite obtenue a` partir
de U en ajoutant a` dU les blocs dij et dij+1 pour j = 1, . . . , ℓ. Ceci termine la de´monstration de
la re´duction du the´ore`me 6.12 au the`ore`me 11.1.
42
11.3. Le cas du caracte`re infinite´simal re´gulier. — On fixe ψG un parame`tre d’Arthur
relatif au groupe G.
The´ore`me 11.4. — On suppose que le caracte`re infinite´simal de´termine´ par ψG (cf.(3.7)) est
re´gulier. Alors Π(ψG, G) est re´duit a` un e´le´ment, la repre´sentation de Langlands a` l’inte´rieur
du paquet d’Arthur.
De´monstration. On reprend la notation ψu,bp de (6.3). Il est clair que si ψG de´finit un caracte`re
infinite´simal re´gulier de G, a fortiori, ψu,bp de´finit lui aussi un caracte`re infinite´simal re´gulier
pour un groupe, a priori plus petit mais de meˆme type que G. D’apre`s le the´ore`me 6.12, il suffit
de prouver le the´ore`me pour ψu,bp. Dans ce cas, il suffit de remarquer que soit ψu,bp est nul
soit est le parame`tre d’un caracte`re. Dans tous les cas, A(ψu,bp) est trivial car A(ψu,bp) l’est
de´ja`.
Remarque 11.5. — La conclusion du the´ore`me est vraie sous la seule hypothe`se que ψu,bp
de´finit un caracte`re infinite´simal re´gulier. Le the´ore`me s’applique en particulier aux paquets
contenant des repre´sentations ayant de la cohomologie pour un bon syste`me de coefficients. Ces
paquets sont donc re´duits a` un e´le´ment.
12. Quelques comple´ments
12.1. Groupes spe´ciaux orthogonaux versus groupes orthogonaux. — Dans cette
section, on suppose que G = SO2n(C). La the´orie de l’endoscopie tordue qui transfe`re des
repre´sentations de G vers des repre´sentations de GL2n(C), ne permet pas de distinguer une
repre´sentation irre´ductible X de G de son image par les automorphismes provenant de O2n(C)
si cette repre´sentation n’est pas invariante sous ces automorphismes. Les parame`tres ψ, meˆme
comple´te´s par la donne´e d’un caracte`re de A(ψ), ne sont donc pas suffisants. Il y a toutefois
un cas tre`s important ou` le proble`me ne se pose pas car les repre´sentations attache´es a` ψ sont
invariantes sous l’action de O2n(C). Pour exprimer le re´sultat on rappelle la de´composition de
(6.3)
ψ = ρ⊕ ρ∗ ⊕ ψu,bp.
Proposition 12.1. — On suppose que ψu,bp 6= 0, alors les repre´sentations de G attache´es a` ψ
sont invariantes sous l’action de O2n(C).
De´monstration. Toute repre´sentation irre´ductible attache´e a` ψ est une induite irre´ductible d’une
repre´sentation τ ⊗ Xu,bp ou` τ est une repre´sentation convenable (unitaire irre´ductible) d’un
produit de groupes GL et ou` Xu,bp est attache´e a` ψu,bp. On note 2nu,bp la dimension de la
repre´sentation de SL2(C) de´finie par ψu,bp. Il suffit donc de montrer que la repre´sentation Xu,bp
est isomorphe a` son image par l’automorphisme exte´rieur induit par O2nu,bp(C). Or ceci est vrai
car Xu,bp s’obtient en conside´rant l’image par la correspondance de Howe d’une repre´sentation
irre´ductible d’un groupe symplectique de rang strictement plus petit que nu,bp.
12.2. Effet de la conjugaison complexe. — En conside´rant G comme le groupe des points
complexes d’un groupe de´ploye´ de´fini surR, on note σ la conjugaison complexe. SiG = SO2n(C),
on peut aussi choisir une forme quasi-de´ploye´e non de´ploye´e de G de´finie sur R, d’ou` une
conjugaison complexe σnd ; on sait que si G = SO2n(C), les conjugaisons σ et σnd diffe`rent
par un automorphisme exte´rieur. Il est donc clair que si G = SO2n(C), pour de´terminer si une
repre´sentation est σ ou σnd invariante il faut pouvoir la distinguer de son image sous O2n(C),
ce que nous n’avons pas fait. C’est ce qui explique l’hypothe`se que l’on met dans le cas ou`
G = SO2n(C)
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The´ore`me 12.2. — On fixe ψ comme pre´ce´dement et ici on suppose que si G = SO2n(C),
alors ψu,bp 6= 0. Soit X une repre´sentation associe´e a` ψ. Alors σ(X) ≃ X pour X une conju-
gaison complexe de´finie sur G.
De´monstration. On de´compose ψ d’ou` la partie unipotente de bonne parite´ ψu,bp. Soit X comme
dans l’e´nonce´. On sait d’apre`s le the´ore`me 6.12 qu’il existe une repre´sentation irre´ductible Xu,bp
associe´e a` ψu,bp et une repre´sentation, ρ, induite de caracte`res unitaires d’un groupeGLm(C) tel
que X soit l’induite irre´ductible de ρ⊗Xu,bp. Comme ρ est une induite de caracte`res unitaires,
on a σ(ρ) ≃ ρ∗. Et l’induite de ρ∗ × Xu,bp est irre´ductible isomorphe a` X dans tous les cas ;
c’est ici que l’on utilise l’hypothe`se faite quand G = SO2n(C). Il suffit donc de montrer que
σ(Xu,bp) ≃ Xu,bp.
Le plus simple est de partir des formules explicites de [BV85]. On rappelle les constructions
de loc. cite. On note O l’orbite duale de l’orbite unipotente associe´e a` ψu,bp. Ici on est en
droit de supposer que ψ = ψu,bp. On note W le groupe de Weyl de G, si G est de type B
ou C. Dans le cas ou` G = SO2n(C), on conside`re le groupe de Weyl de O2n(C) au lieu de
SO2n(C). Pour x ∈ A(O), en suivant Lusztig, [BV85] associe une repre´sentation σx de W ;
e´videmment, il y a une difficulte´ dans le cas ou` G = SO2n(C) que l’on re´soud ainsi. Seules nous
inte´ressent les composantes irre´ductibles de ces repre´sentations ayant des vecteurs invariants
sous le stabilisateur dans W de λO (avec les notations de loc. cite). Or ce stabilisateur contient
des e´le´ments de O2n(C) \ SO2n(C) ; on peut donc e´tendre uniquement une telle repre´sentation
composante irre´ductible a` W en une repre´sentation irre´ductible. Ensuite [BV85] de´finit
Rx := |StabW (λO)|
−1
∑
w∈W
trace(σx(w))X(λO , wλO)
et pour η un caracte`re de A(O),
Xη := |A(O)|
−1
∑
x∈A(O)
η(x)Rx.
L’effet de la conjugaison complexe est de transformer X(λO, wλO) en X(wλO, λO) c’est-a`-dire
X(λO, w
−1λO). Or pour tout w ∈ W , w
−1 est conjugue´ dans W de w d’ou` l’invariance par
conjugaison complexe des repre´sentations Rx.
12.3. Front d’onde des repre´sentations dans les paquets d’Arthur. — Soit ψ un
morphisme comme ci-dessus et soit X¯ ∈ Π(ψ,G). On note Uψ l’orbite nilpotente de
Lg qui est
l’orbite de l’image par la diffe´rentielle en l’identite de ψ d’un e´le´ment nilpotent non trivial de
sl2(C).
Corollaire 12.3. — Le front d’onde WF (X¯) est l’adhe´rence de l’orbite duale de Uψ dans g.
De´monstration. On utilise la de´composition de ψ en sous-repre´sentations irre´ductibles comme
dans (6.3). A la composante ψu,bp, on associe une orbite U
′ dont on note O′ l’orbite duale. C’est
donc une orbite nilpotente spe´ciale pour un groupe de meˆme type que G mais de rang en ge´ne´ral
plus petit que l’on note G′. On pose Oψ l’induite de O
′ de´finie par
Oψ = ∗(χp,Np){0}Np ∗ O
′.
C’est une orbite spe´ciale. On montre que l’adhe´rence de cette orbite est WF (X¯).
Si ψ = ψu,bp ce corollaire est un corollaire du fait que les repre´sentations de [Art13] sont
celles construites par [BV85] et pour les repre´sentations de [BV85] cela fait pratiquement
partie de la de´finition. Le cas ge´ne´ral est un corollaire du the´ore`me 6.12.
Il reste a` montrer que cette orbite est la duale de Uψ. On reprend la de´composition comple`te
de ψ
ψ = ⊕χ,pχ⊠Rp ⊕ χ
−1
⊠Rp ⊕ ψu,bp.
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On pose LM le sous-groupe de Levi de LG isomorphe a` ×χ,pGLp(C)×
LG′. On remarque que Uψ
contient l’orbite de LM qui est le produit des orbites nilpotentes principales sur chaque facteur
GLp(C) et qui est U
′ pour le facteur LG′. On note UM cette orbite. On note M le sous-groupe
de Levi de G qui correspond a` LM dans la dualite´ ; c’est un produit avec les meˆmes notations
que ci-dessus ×χ,pGLp(C)×G
′. On remarque encore que l’orbite nilpotente deM qui est triviale
sur tous les facteurs GLp(C) et vaut O
′ sur G′ est la duale de UM . Pour obtenir le corollaire, il
n’y a plus qu’a` appliquer un re´sultat de Spaltenstein que l’on rappelle ci-dessous.
12.4. Rappel d’un re´sultat de Spaltenstein. — En [Spa82], §III.11.7 la dualite´ et l’in-
duction pour les orbites unipotentes sont relie´es. Soit LM un sous-groupe de Levi de LG et
soit UM une orbite unipotente de
LM . On conside`re UM comme une orbite unipotente de
LG
par l’inclusion iM,G. On note M le sous-groupe de Levi de G correspond a`
LM dans la dualite´
et jM,G l’induction. On note d
∗
G la dualite´ entre orbites unipotentes de
LG vers G et d∗M son
analogue pour LM , en suivant essentiellement les notations de [Spa82] a` ceci pre`s qu’ici la
dualite´ change le groupe (sauf pour G = SO2nC) qui ici devient donc plus simple) alors que
Spaltenstein utilise plutoˆt l’expression de la dualite´ sans changer de groupe (cf. [Spa82] III.10.3
pour le rapport).
The´ore`me 12.4. — (Spaltenstein [Spa82] III.11.7) L’orbite duale de iM,G(UM ) est l’orbite
induite de l’orbite duale de UM , c’est-a`-dire que l’on a l’e´galite´
jM,G ◦ d
∗
M (UM ) = d
∗
G ◦ iM,G(UM )
Il est dommage que ce ne soit pas exactement l’e´nonce´ de Spaltenstein mais on laisse au lecteur
le soin de s’y ramener. Pour l’application qui nous inte´resse (corollaire 12.3), on remarque qu’il
suffit de traiter, pas a` pas, le cas d’un parabolique maximal de la forme GLm(C)×G
′ et d’une
orbite de la forme le produit de l’orbite principal sur le facteur GL est une orbite spe´ciale sur
le facteur G′. Alors cela est un calcul sur les partitions duales analogue a` ceux que l’on a fait
dans le paragraphe 8.4.
12.5. Intersection entre les paquets d’Arthur. — A tout morphisme ψ comme dans tout
ce travail, on va associer un morphisme explicite ψsp, ve´rifiant
The´ore`me 12.5. — (i) Pour tout morphisme ψ, Π(ψ,G) ⊂ Π(ψsp, G)
(ii) Soit ψ,ψ′ tel que Π(ψ,G) ∩Π(ψ′, G) 6= ∅ alors ψsp = ψ
′
sp.
Cela donne de´ja` des renseignements assez pre´cis mais on pourrait aller plus loin et de´crire
vraiment les intersections. Nous ne le faisons pas ici.
De´monstration. Pour montrer le the´ore`me il faut bien suˆr de´crire ψsp. On fixe ψ et on note
ψbp la somme des sous-repre´sentations de WC × SL2(C) incluses dans ψ de la forme Triv⊠Ra
avec a de bonne parite´, ou bien de la forme χ±11/2,−1/2 ⊠ Ra avec a de la mauvaise parite´. On
obtient ainsi une de´composition de ψ sous la forme ψ = ψ′ ⊕ ψbp. On note mbp la dimension
de la repre´sentation ψbp. En restreignant ψbp a` SL2(C) on obtient une orbite unipotente pour
un groupe de meˆme type que LG mais de rang ⌊mbp/2⌋ que l’on note U0. On note Usp l’orbite
biduale de U0. Par de´finition ψbp,sp est la repre´sentation de WC×SL2(C) de dimension mbp qui
de´finit Usp par restriction a` SL2(C) et qui sur C
× est triviale sur les composantes isotypiques des
repre´sentations de SL2(C) correspondant a` une repre´sentation irre´ductible dont la dimension
est de bonne parite´ et qui pour les autres composantes isotypiques est une somme de caracte`res
χ1/2,−1/2 et χ−1/2,1/2, intervenant en nombres e´gaux. On pose alors : ψsp = ψ
′ ⊕ ψbp,sp. On
obtient bien ainsi un morphisme de WC × SL2(C) dans
LG.
On a la caracte´risation intrinse`que de Usp vue comme une orbite nilpotente : cette orbite est
l’orbite duale du front d’onde de n’importe quelle repre´sentation associe´e a` ψbp : en effet on a
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calcule´ le front d’onde des repre´sentations attache´es a` ψbp en faisant ψ = ψbp en 12.3. On vient
donc de ve´rifier que ψbp,sp est uniquement de´termine´ par n’importe quel e´le´ment de Π(ψbp).
Pour mieux comprendre la situation, de´crivons Usp du point de vue combinatoire ce qui
permettra de caracte´riser uniquement ψbp,sp en fonction de ψbp. On commence par l’orbite Uu,bp
qui est de´finie par la restriction de ψu,bp a` SL2(C). On a sa partition, Eu,bp forme´e d’entiers tous
de meˆme parite´, la bonne. La partition de´finissant U0 (cf. ci-dessus) s’obtient en ajoutant a` cette
partition des entiers de mauvaise parite´ chacun un nombre pair de fois. On note Emp ces entiers
avec leur multiplicite´. Soit a ∈ Emp. On dit que a est a` e´changer si quand on ajoute deux copies
de a a` la partition de Uu,bp on obtient une orbite qui n’est pas spe´ciale. On note E
−
mp l’ensemble
Emp dont on a retire´ exactement deux fois tout entier a qui est a` e´changer. Pour eˆtre clair si
un entier a a` e´changer intervient avec multiplicite´ 2r dans Emp, il intervient avec multiplicite´
2(r− 1) dans E−mp. La partition de Usp est alors l’union de E
−
mp avec Eu,bp et de l’ensemble forme´
des e´le´ments (a+1, a− 1) ou` a parcourt l’ensemble des entiers a` e´changer. Avec cela, on ve´rifie
facilement que ψsp de´finit le meˆme caracte`re infinite´simal que ψbp. En particulier il a la meˆme
proprie´te´ d’inte´gralite´ ou de demi-inte´gralite´ que le caracte`re infinite´simal de la repre´sentation
triviale. On remarque pour la suite que cette proprie´te´ d’inte´gralite´ ou de demi-inte´gralite´ du
caracte`re infinite´simal ainsi que le fait que la restriction de ψbp,sp a` WC est par de´finition une
somme de caracte`res χ±11/2,−1/2 et de caracte`re triviaux fait que ψbp,sp est uniquement de´termine´
par l’orbite unipotente Usp (qui de´termine la restriction de ψbp,sp a` SL2(C)).
On de´montre maintenant la proprie´te´ interme´diaire suivante. On a l’inclusion Π(ψbp) ⊂
Π(ψbp,sp). En effet soit X un e´le´ment de Π(ψbp,sp) ; X a comme caracte`re infinite´simal le ca-
racte`re infinite´simal de´fini par ψbp,sp. On a vu que le front d’onde de X est la fermeture d’une
orbite nilpotente spe´ciale dont la duale est l’orbite associe´e a` ψbp,sp. Comme la bidualite´ est
l’identite´ dans l’ensemble des orbites spe´ciales (Spalstenstein, voir [CM93]), le front d’onde
de X est la fermeture de l’orbite duale de Usp. On en conclut que X ∈ Π(ψbp,sp) en utilisant
la de´finition meˆme de [BV85] a` condition que Usp soit paire. C’est le cas quand E
−
mp, de´fini
ci-dessus, est l’ensemble vide. On se rame`ne facilement a` ce cas puisque si E−mp ne fait plus
que produire une induction (∗aχ1/2,−1/2 ◦ deta) ∗X
′ ou` a parcourt l’ensemble des e´le´ments de
E−mp avec une multiplicite´ moitie´ et ou` X
′ est convenable. Cela termine la preuve de l’assertion
interme´diaire. Au passage cela de´montre (i) en toute ge´ne´ralite´ graˆce encore a` 6.12.
Montrons (ii) dans le cas particulier ou` ψ et ψ′ ve´rifient ψ = ψbp et ψ
′ = ψ′bp. Dans ce cas (ii)
re´sulte du fait que ψbp,sp est uniquement de´termine´ par un e´le´ment de Π(ψbp, G) ∩Π(ψ
′
bp, G) si
cet ensemble est non vide, comme on l’a vu ci-dessus.
Montrons (ii) en toute ge´ne´ralite´. On fixe ψ,ψ′ comme dans l’e´nonce´ de (ii) et on suppose
que Π(ψ,G) ∩ Π(ψ′, G) 6= ∅ et on fixe X dans cette intersection. On a donc de´fini ψbp et ψ
′
bp.
On note m la dimension de la repre´sentation ψ qui est aussi la dimension de la repre´sentation
ψ′ et on note mbp et m
′
bp les dimensions des repre´sentations ψbp et ψ
′
bp. Et on raisonne par
re´currence sur max(m−mbp,m−m
′
bp). Si ce nombre est nul, on vient de de´montrer (ii) et cela
initialise la re´currence. Supposons que ce nombre ne soit pas nul. On fixe p ∈ 12Z≥0 et a ∈ N
tel que la repre´sentation χp,−p ⊠ Ra intervienne dans ψ ou dans ψ
′ et pas ni dans ψbp ni dans
ψ′bp ; ceci est tout a` fait possible car une repre´sentation irre´ductible intervenant dans ψ et non
dans ψbp n’intervient par la de´finition meˆme de ψbp pas non plus dans ψ
′
bp. Et on impose en plus
a` p d’eˆtre maximum avec cette proprie´te´. Par syme´trie on suppose que χp,−p ⊠ Ra intervient
dans ψ et on montre d’abord que cette repre´sentation intervient ne´cesssairement dans ψ′. En
effet, on note ψ− le morphisme qui se de´duit de ψ en enlevant la repre´sentation χp,−p ⊠ Ra
et sa contragre´diente. On a montre´ en 6.12 qu’il existe X− ∈ Π(ψ−) tel que X soit l’induite
irre´ductible χp,−p ◦ deta ⋆X
−. Cela donne les parame`tres de Langlands de X en fonction de
ceux de X−. On a aussi de´crit X comme induite a` partir d’un e´le´ment de Π(ψ′bp) en utilisant
le fait que X ∈ Π(ψ′, G) et on voit, en regardant les parame`tres de Langlands que cela force
le fait que la repre´sentation χp,−p ⊠ Ra et sa contragre´diente interviennent dans ψ
′. On note
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alors ψ
′− l’analogue de ψ− et on obtient aussi X
′− comme X−. En regardant les parame`tres
de Langlands, on ve´rifie que X− ≃ X
′−. D’ou` Π(ψ−) ∩Π(ψ
′−) 6= ∅. Et on obtient alors (ii), en
appliquant l’hypothe`se de re´currence a` ces morphismes.
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